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Bases y marcos de fusion de espacios invariantes
por traslaciones enteras

En el presente trabajo aparecen principalmente dos conceptos: en primer lugar, el con-
cepto de marco de fusion en un espacio de Hilbert H (introducido en [CK04]), y estruc-
turas relacionadas que pueden formar una familia de subespacios cerrados {W};c; € ‘H,
tales como sucesion de Bessel de subespacios, descomposiciones de Riesz, y familias
biortogonales de subespacios. En segundo lugar, se trabaja con el concepto de espacio
invariante por traslaciones enteras en L*(R"). El objetivo principal del mismo es la carac-
terizacion de estas estructuras que puede tener una familia de subespacios, para el caso
particular de los espacios invariantes por traslaciones enteras.

En [CKO04] y en otros trabajos posteriores ([Sun06], [CKS08], [Asg09]) se dan al-
gunas caracterizaciones de estas estructuras de familias de subespacios, similares a sus
homénimas vectoriales. Completamos dicha caracterizacion, sobre todo en lo referente a
la existencia de familias biortogonales de subespacios y a las condiciones bajo las cuales
una familia de subespacios forma una descomposicion de Riesz. Presentamos ademds una
técnica para refinar marcos de fusion.

En cuanto a lo referente a espacios invariantes por traslaciones enteras, se presen-
tan los resultados generales, poniendo particular énfasis en las “técnicas de fibracion”,
procedimiento que aparece como adecuado en esta teoria para caracterizar las cuestiones
referentes a estos espacios. Un comportamiento tipico de los espacios invariantes por tras-
laciones enteras es que, en general, las preguntas puestas sobre ellos se puede contestar
mediante una pregunta andloga sobre los espacios fibra con cierta condicién de uniformi-
dad: familias que son base de Riesz, sucesion de Bessel, marco, operadores invariantes
por traslaciones, son ejemplos de objetos que pueden caracterizarse, en un espacios in-
variantes por traslaciones enteras, mediante un andlogo en los espacios fibra con cierta
condicién de uniformidad. La caracterizacion obtenida en este trabajo para familias de
espacios vectoriales {W;};;; en el caso de espacios invariantes por traslaciones enteras se
puede sintetizar de la siguiente manera: se tiene cierta estructura en la familia de espacios
original (existencia y unicidad de familias biortogonales, sucesion de Bessel de subespa-
cios, base de Riesz de subespacios, marco de fusion) si y solo si la misma estructura esta
presente en los espacios de fibras, con alguna condicion de uniformidad.

Palabras clave: Espacios invariantes por traslaciones enteras; técnicas de fibracion;
marcos de fusion; bases de subespacios; descomposiciones de Riesz; refinamiento en mar-
co de fusidn.



Fusion Basis and Frames of Shift Invariant Spaces.

In the present work we first considered the notion of Fusion Frames in a Hilbert space
(introduced in [CK04]), and related structures that a family of closed subspaces {W;} c H,
can have, such as Bessel sequences of subspaces, Riesz decompositions and biorthogonal
families of subspaces. In a second part we studied these concepts for the particular case
of shift invariant spaces in L?>(R") and obtain special characterizations.

In [CKO04]), and also in later works ([Sun06], [CKSO08]) [Asg(09]), characterizations
of these structures of subspaces are provided, similar to the ones for the vector space case.
We extend these characterizations for the case of the existence of biorthogonal families
of subspaces and Riesz decompositions. We also introduce a technique to refine fusion
frames.

For the case of shift invariant spaces, we introduce first, the known results about its
structure putting special enphasis in the fiberization techniques, that are the right tool to
study these subspaces.

We obtained characterizations of all the structures mentioned above, as frames, Riesz
basis, etc, of subspaces, for the case of shift invariant spaces, in terms of the same struc-
tures of fiber spaces associated to them, with some uniformity condition.

Keywords: Shift Invariant Spaces; Fiberization techniques; Fusion Frames; Basis of
Subspaces; Riesz decompositions; Refinement of Fusion Frames.
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Introduccion

En el presente trabajo aparecen principalmente dos conceptos: en primer lugar,
el concepto de marco de fusion en un espacio de Hilbert, y estructuras de familias de
subespacios relacionadas, como sucesion de Bessel de subespacios, descomposicion
de Riesz de subespacios, y familias biortogonales de subespacios. En segundo lugar,
el de espacio invariante por traslaciones enteras en L?(R™). Tenemos como objetivo
principal la caracterizacion de estas estructuras, que puede tener una familia de
subespacios, para el caso particular de los espacios tnvariantes por traslaciones
enteras.

Para entender la génesis del concepto de marco de fusién, es necesario tener
presente el concepto de marco en un espacio de Hilbert: una sucesién {fi},.; es un
marco con constantes a y  en un espacio de Hilbert H si para cada elemento f € H
se cumple que

allfI? < STIC AP < BIAIP.
iel

Nos referiremos a este tipo de marco como un marco vectorial. Resulta redundante
a esta altura de la historia, resaltar la importancia de los marcos en los espacios
de Hilbert: desde su introduccién en 1952 por R. J. Duffin y A. C. Schaeffer en
[DS52], y su posterior redescubrimiento en 1986 por I. Daubechies, A. Grossman y Y.
Meyer en [DGMS86], ha habido una explosién en cuanto a su desarrollo, tanto por sus
numerosas aplicaciones en cuestiones tecnolégicas (procesamiento de seniales digitales)
como por la elegancia de los resultados matematicos en si. Los marcos proveen una
version mas flexible de lo que representa una base ortonormal, o meramente una
base en un espacio de Hilbert, permitiendo expresar cada elemento del espacio como
combinacién lineal (probablemente infinita), pero admitiendo redundancia y, por lo
tanto, facilitando la deteccién y/o eliminacién estadistica de errores, por ejemplo
en el proceso de reconstruccién de una senal transmitida (o guardada) con errores.
Junto con el concepto de marco de un espacio de Hilbert, avanzan en el desarrollo
estructuras afines como base de Riesz, familias biortogonales de vectores, marcos
duales y sucesiones de Bessel. Entre los resultados desarrollados, se dan condiciones
bajo las cuales un marco (o una sucesién cualquiera) resulta una base de Riesz. Estas
caracterizaciones, tipicas a esta altura de la historia, estan incluidas en la mayoria
de los libros de referencia actuales (ver por ejemplo [Chr03] ¢ también [Heill]).

En este proceso de estudio y evolucién de los marcos, aparecen diferentes ge-
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Introduccion 111

neralizaciones de los mismos. En el ano 2004, Casazza y Kutyniok introducen en
[CK04] los marcos de subespacios, renombrados en un trabajo posterior (ver [CKS08])
como marcos de fusion, en busqueda de condiciones bajo las cuales fuera posible
juntar marcos (vectoriales) de diferentes subespacios para obtener un marco de todo
el espacio. Esta idea ya habia sido explorada por otros autores, por ejemplo en
[ACMO4].

Los marcos de fusién se presentan en [CK04] como el marco adecuado para
modelar los denominados procesos distribuidos. En estos, una senal se estudia primero
localmente (en un subespacio), utilizando marcos vectoriales, y luego de manera
global, utilizando la informacién (preferentemente redundante) de los subespacios
para reconstruirla.

Formalmente, una familia de subespacios cerrados {W;},.; € H es un marco de
fusion con constantes o y 3 si para cada elemento f de H se tiene que

allFIF < Y I1Pw, (DIP < BISIP,

il

donde Py, denota la proyeccién ortogonal sobre el subespacio W;. En [CK04] se
introducen también las nociones de sucesion de Bessel de subespacios, familias
birortogonales de subespacios, y de descomposicion de Riesz, esta ultima como un
caso particular de los marcos de fusion donde no hay redundancia, destacando
siempre su analogia (o no) con sus homénimos vectoriales. En este trabajo y en
otros posteriores ([Sun06], [CKS08], [Asg09]) se dan algunas caracterizaciones de
estas estructuras de familias de subespacios, similares a las vectoriales, quedando
otras pendientes. En este punto en particular se centra la primer parte de esta
tesis: explorar caracterizaciones que puedan admitir las estructuras de familias de
subespacios, similares a las caracterizaciones usuales de sus pares vectoriales. En
particular, en este trabajo tomamos como base o guia el “relato vectorial” de [Heill],
y llevamos dicho relato a familias de subespacios. Cabe destacar que en el trabajo
original [CKO04], los autores definen los marcos de fusién utilizando “pesos”, pero
en este trabajo decidimos, tanto para simplificar la notacién como para resaltar las
analogias con el caso vectorial, usar la version sin pesos. De cualquier manera, los
resultados enunciados se generalizan facilmente al caso con pesos.

En [CKO04] se introduce la nocién de familias biortogonales de subespacios, y
se dan condiciones para la existencia de una familia biortogonal, pero en dicho
trabajo, en lugar de explorar las condiciones bajo las cuales esta familia biortogonal
es Unica, se hace referencia a que “hay una tnica familia maximal”. Establecemos
condiciones que equivalen a existencia de una unica familia biortogonal, y estas
condiciones nos llevan a proponer una definicion de familia de subespacios exacta,
que nos parece mas adecuada que la copia literal del caso vectorial (minimal total,
ver [Heill]), pero que extiende a esta (sin embargo, hay que tener cuidado: no se
debe confundir una familia exacta con un marco exacto: dentro del contexto de los
marcos (vectoriales) o los marcos de fusion, la palabra exacta es utilizada con otro
sentido). En este punto, se corrige ademas un error de [CK04], donde se afirma que
hay equivalencia entre familia minimal y que la unién de bases ortonormales de dicha
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familia sea una familia minimal de vectores. Se establece el resultado correcto (la
nocién de familia de subespacios minimal es algo més débil que su par vectorial), y
se provee un ejemplo que muestra que esta situacién no es mejorable. Finalmente,
caracterizamos la existencia y unicidad de familias biortogonales en términos de
proyecciones ortogonales.

En cuanto a las descomposiciones de Riesz, estructuras que nosotros llamamos
base de Riesz de subespacios, fueron introducidas en [CK04] como un caso particular
de marco de fusién donde no hay redundancia, y se prueba en dicho trabajo que
esto es equivalente a que la familia de subespacios sea imagen por isomorfismo
topolégico de una descomposicién ortogonal (esto serfa el equivalente para familias de
subespacios de lo que en [Heill] y en muchos trabajos mas se toma como definicién
de base de Riesz vectorial). Posteriormente, en [Sun06] y en un contexto més general,
se prueba otra condicién equivalente, referida a la equivalencia entre el cuadrado de la
norma de la suma y la suma del cuadrado de las normas. Concretamente, se muestra
que una familia {W;},_; es una descomposicién de Riesz si es total y satisface una
desigualdad del tipo

2
oY AP <IDoH <BY AP Y {fhe e [[W

el iel el iel

(desigualdad en extremo familiar dentro del contexto de las bases de Riesz vectoriales).

Nosotros partimos de la que nos parece la “copia natural” de la definicién vectorial
de base de Riesz: la imagen por un isomorfismo topolégico entre espacios de Hilbert
de una descomposicién ortogonal de subespacios (es decir, en principio no como
un caso particular de los marco de fusién), y completamos una caracterizacién de
familias de subespacios que son base de Riesz de subespacios, similar a la existente
para sucesiones de vectores. Debido a que algunas caracterizaciones de sucesiones
que resultan bases de Riesz (vectoriales) recaen en el concepto llano de base, o base
de Schauder en un espacio de Hilbert, vimos necesario definir la nocién de base de
subespacios para un espacio de Hilbert, y estudiamos las propiedades elementales.
Esta definicién no es nueva: dichas bases de subespacios resultan ser un caso particular
de las conocidas como “descomposiciones de Schauder” para un espacio de Banach,
en un contexto mas general. Pero tal nivel de generalidad es en extremo excesivo
para la presente tesis. Enunciamos las propiedades basicas de bases de subespacios
que necesitamos para el desarrollo de la presente tesis, y, si bien la mayoria se
puede deducir del caso més general de descomposiciones de Schauder, incluimos
demostraciones sucintas de ellas, por ser en general mas simples e intuitivas en un
espacio de Hilbert. Es decir, hemos hecho muchas demostraciones en el contexto
de espacios de Hilbert porque resulta mas sencillo entenderlo de esta manera que
“traducir” la version para espacios de Banach. Un compendio de resultados sobre
descomposiciones de Schauder se puede encontrar en [Si81].

La caracterizacién presentada (de familias de subespacios que resultan base de
Riesz de subespacios) es en términos de bases de subespacios incondicionales, en
términos de producto interno, en términos de los “coeficientes” utilizables, y por
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ultimo en término de sucesiones de Bessel exactas y familias biortogonales. Ademas,
mostramos que toda base incondicional de subespacios es sucesion de Bessel de
subespacios, al igual que en el caso vectorial.

Una diferencia importante en la teoria de marcos de fusién con respecto a su
analogo vectorial, es la “utilidad” del dual candnico, el cual es de suma importancia
(tanto tedrica como practica) en el caso vectorial, pero poco utilizado en el caso de
marcos de fusién: de hecho, en el trabajo original [CK04] sélo se lo define y se da
una demostracion fallida de que es un marco de fusiéon. Dicho error es corregido
en un trabajo posterior (ver [Gav06]), donde también se explora la nocién de dual
alternativo. Nosotros ofrecemos una demostracién alternativa, y en extremo breve,
pero incluimos la que aparece en [Gav06] porque utiliza herramientas que nos
resultan utiles para la caracterizacion de las bases de Riesz de subespacios. Una
de las dificultades inherentes es que, a diferencia del caso vectorial, en los marcos
de fusion el espacio de analisis cambia con el marco, y por lo tanto el marco de
fusion dual tiene diferente espacio de andlisis que el marco de fusién original. En este
trabajo presentamos, ademas, una caracterizaciéon de marco de fusién que es base
de Riesz de subespacios por medio del marco de fusiéon dual, anadloga a la siguiente
condicién vectorial: un marco {f;},.; con operador de marco S es base de Riesz si y
solo si

|<fz,Silfz>}:1 Viel.

Otro concepto explorado y que tiene relacion con el marco de fusién dual es
el de refinamiento. En el articulo original [CK04] se consigna de manera errénea
que, si quitamos un subespacio de un marco de fusién, queda un marco de fusion
o una familia no total. Este error fue notado en algunas publicaciones posteriores.
Presentamos un ejemplo que muestra que, a diferenciad de su anédlogo vectorial,
si quitamos un subespacio de un marco de fusion podemos obtener una familia
total que no es marco de fusion. Aparece entonces el concepto de “refinar” un
marco de fusién, quitando subespacios de la familia original (esto seria el andlogo al
concepto de refinamiento de un marco vectorial), ver por ejemplo [Asg09] y [XZD14],
y mayormente en dimensién finita [CK08], o agregando la posibilidad de quitar un
subespacio de alguno de los subespacios originales de la familia, como en [RS0§]
(esto no tiene andlogo vectorial). En este trabajo exponemos un criterio que incluye
ambos, y que permitirfa, utilizando cierto operador, partir los subespacios originales
del marco de fusién, detectando la parte “indispensable” (que resulta suma directa
con la clausura del espacio generado por el resto), y otra parte que, bajo ciertas
condiciones, se puede desechar. Proveemos ademas de dos ejemplos que muestran
que el procedimiento funciona de manera no trivial tanto para eliminar subespacios
completos de un marco de fusién, como para detectar una parte indispensable y otra
que se puede eliminar.

El segundo concepto fundamental sobre el cual se trabaja en esta tesis es el
de espacio invariante por traslaciones enteras. Un subespacio V de L*(R") se dice
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invariante por traslaciones enteras si satisface
feV << f(—-k)eVVkeZ".

La teoria de espacios invariantes por traslaciones enteras ha sido estudiada por
diversos autores y en variados contextos, teniendo una notable expansién en los
ultimos 20 anos. Los mismos juegan un rol fundamental en areas como teoria de
muestreo, wavelets y analisis de multiresolucion, bases y marcos de Gabor, Splines, y
teoria de aproximacién, y aparecen frecuentemente (y no por mera casualidad) ligados
a la teorfa de bases y marcos en espacios de Hilbert (o en contextos mas generales),
particularmente en lo que concierne a bases y marcos formados por traslaciones
de una o mas funciones. Han tenido un fuerte desarrollo, motivado tanto por la
belleza de los resultados obtenidos, como por la innumerable cantidad de aplicaciones
tecnologicas: procesamiento de imédgenes, compresién y transmisién de datos, etc.

Utilizando la transformada de Fourier, se puede ver a estos espacios “en el
dominio de la frecuencia”, resultando intimamente relacionados con los espacios
invariantes bajo multiplicacién de exponencial (doubly invariant, en inglés). En la
caracterizacion de estos ultimos, Helson (ver [Hel64]) introduce la funcién rango, la
cual se convierte en una herramienta fundamental para el estudio de los espacios
invariantes por traslaciones enteras, por medio de un proceso conocido como fibracion
(o técenicas de fibracién, en general), el cual permite estudiar y caracterizar diferentes
estructuras relacionadas con los espacios invariantes por traslaciones enteras por
medio de estructuras similares en espacios conocidos como espacios fibra, subespacios
cerrados de ¢?(Z™). De manera concisa, esta técnica consiste en usar el isomorfismo
isométrico 7 : L*(R") — L?(T™, ¢?(Z™)) definida (para f € L*(R™)) por

7f(w) = {f (@ + k) ez

como “traductor”, para convertir espacios invariantes por traslaciones enteras en
espacios invariantes bajo multiplicacion de exponencial.

Justamente, utilizando estas técnicas de fibracion es que aparecen las primeras
caracterizaciones de la estructura de un espacio invariante por traslaciones enteras
(ver [BDVRY4] y también [RS95]). Finalmente en [Bow00] se da una caracterizacion
mas general, tanto de la estructura de los espacios como de marcos y bases de Riesz
de traslaciones, y de operadores que preservan traslaciones enteras, por técnicas
de fibracion. Estas mismas técnicas son las que nos permitieron desarrollar las
caracterizaciones presentadas en esta tesis. Por otro lado, en [NHO7] se da una
caracterizacién de base (base de Schauder) de traslaciones enteras de una tunica
funcién, en términos de lo que en Anélisis Armdnico clasico se conoce como la clase
de pesos As.

Un comportamiento tipico de los espacios invariantes por traslaciones enteras
es que, en general, las preguntas puestas sobre ellos se puede contestar mediante
una pregunta analoga sobre los espacios fibra con cierta condiciéon de uniformidad:
familias que son base de Riesz, sucesién de Bessel, marco, operadores invariantes
por traslaciones, son ejemplos de objetos que pueden caracterizarse, en un espacios
invariantes por traslaciones enteras, mediante un analogo en los espacios fibra con
cierta condicion de uniformidad.
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Teniendo en cuenta esto, planteamos la caracterizaciéon de las estructuras de
familias de subespacios estudiadas previamente, en el marco de los espacios invariantes
por traslaciones. Explicitamente, el objetivo era caracterizar bajo que condiciones una
familia {IW;},., de subespacios invariantes por traslaciones enteras formaba un marco
de fusién, una base de Riesz de subespacios, o una sucesion de Bessel de subespacios,
bajo que condiciones existe una familia biortogonal, y en que condiciones dicha
familia es tnica. La caracterizacion obtenida para el caso de espacios invariantes por
traslaciones enteras no escapa a la regla general, y se puede sintetizar de la siguiente
manera: se tiene cierta estructura en la familia de espacios original (existencia y
unicidad de familias biortogonales, sucesién de Bessel de subespacios, base de Riesz
de subespacios, marco de fusién) si y solo si la misma estructura esta presente en los
espacios de fibras, con alguna condicién de uniformidad.

Uno de los aspectos a considerar cuando se trabaja en espacios invariantes por
traslaciones, son los operadores definidos en ellos y que preservan las traslaciones
enteras, es decir, operadores que conmutan con los operadores traslacion. Los mismos
son particularmente importantes en este trabajo, porque los resultados obtenidas
depende estrechamente de su caracterizacién mediante operadores definidos en los
espacios fibra. En [Bow00] aparece esta caracterizacién como Teorema 4.5; dada la
importancia que tiene el tema en este trabajo, incluimos una demostracion diferente,
que es conceptualmente mas natural y que utiliza la caracterizacion de los marcos en
los espacios invariantes por traslaciones enteras por medio de marcos en los espacios
fibra con constantes uniformes. Mas aun, creemos que el esquema de demostracion
propuesto es aplicable en otros contextos: la teoria de espacios invariantes por
traslaciones ha sido generalizada al contexto de los grupos abelianos localmente
compactos (ver [CP10]), y también han sido estudiados los operadores que preservan
traslaciones en este contexto. Por ejemplo en [KT11] se estudian dichos operadores, y
se obtienen caracterizaciones del mismo tipo, imitando la demostracién que aparece
en [Bow00].

Para la caracterizacion de las familias biortogonales en espacios invariantes por
traslaciones, resulté clave la expresion de la misma en términos de proyecciones
ortogonales, ya que estos resultan operadores que preservan traslaciones enteras, y por
lo tanto inducen operadores en los espacios fibra. De manera andloga, el estudio de
las bases de subespacios en espacios invariantes por traslaciones depende fuertemente
de poder expresar las funciones coordenadas (que resultan operadores que preservan
traslaciones enteras) en términos de proyecciones restringidas y sus inversas, para
poder resolver cuestiones de medibilidad inherentes a los operadores que inducen en
los espacios fibra. En el caso de las bases de Riesz de subespacios y marcos de fusién
(y el caso particular de sucesiones de Bessel de subespacios), se trabajan con técnicas
similares a las utilizadas en [Bow00], determinando la estructura en un subconjunto
denso adecuado.

En el presente trabajo construimos, ademas, un ejemplo de una familia que
forma un marco de fusion. Es sabido que particion disjunta del espectro lleva a
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descomposiciones ortogonales (ver por ejemplo [Bow00] Remark ii pp 16, o [BDVR94]
Teorema 3.2). Mediante la particién no disjunta de su espectro construimos un marco
de fusién con constantes enteras predeterminadas.

Incluimos a continuaciéon, a modo de referencia rapida, un compendio de los
resultados originales en la presente tesis. A tal fin, utilizaremos las notaciones y
nociones tal como aparecen en los resultados citados para explicar cada aporte:

» Dada una familia de subespacios cerrados {W;},.; en un espacio de Hilbert
H, en [CKO04] (Proposition 4.3) se define la nocién de familia biortogonal de
subespacios y se dan condiciones para su existencia. Nosotros damos (en Teo-
rema 2.7) condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una tnica
familia biortogonal de subespacios. Esto nos lleva a proponer una definicién de
familia exacta de subespacios (Definicién 2.8), resultando esta una generaliza-
cién de la definicién de familia exacta de vectores dada en [Heill]. Finalmente,
caracterizamos la existencia de una unica familia biortogonal de subespacios
en términos de proyecciones (Observaciéon 2.9). Esta caracterizacién, si bien
elemental, resulta clave para la caraterizacion de familias biortogonales de

subespacios en espacios invariantes por traslaciones enteras (Teorema 3.16 y
Teorema 3.17).

= Mostramos que si {W;},;.; es una familia minimal de subespacios y {ei},c .
es base ortonormal para Wj, entonces la familia {e;i},.; ., es €% — li (Lema
2.10), y proveemos un ejemplo que muestra que el resultado no es mejorable
(Ejemplo 2.11). Esto corrige un enunciado erréneo en [CK04] (Lema 4.2) donde

se afirma que la familia {e;};.; ., resulta minimal.
) K2

= En el Teorema 2.37 damos una serie formulaciones equivalentes a la nocion
de base de Riesz de subespacios. La equivalencia 1) < 2) en dicho teorema
era conocida de trabajos previos ([CK04], [Sun06]). Aportamos otras cuatro
formulaciones equivalentes, completando asi una caracterizacién para familias
de subespacios que resulta base de Riesz de subespacios, similar a las tipicas
existentes para familias de vectores (que resultan bases de Riesz), por ejemplo
la dada en [Heill], Teorema 7.13.

= Damos una caracterizacion de marco de fusién que es base de Riesz de subespa-
cios por medio del marco de fusién dual (Corolario 2.67), andloga a la siguiente
condicién vectorial: un marco { f;},.; con operador de marco S es base de Riesz
si y solo si

I(fi, ST fi)|=1 Viel

En el Teorema 2.59 se incluyen otras 10 caracterizaciones, todas ellas elementales
o conocidas de trabajos previos ([CKO04], [Sun06]), salvo la del apartado 10 de
dicho teorema.

= Siguiendo la definicién de refinamiento de un marco de fusién {W;},., dada
en [RS08] (Definicién 6.1), damos un método (Teorema 2.69) que, utilizando
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ciertos operadores Gy, : W; — W, definidos en cada subespacio del marco de
fusion, permite partir los subespacios originales del marco de fusion, detectando
la parte “indispensable” (que resulta suma directa con la clausura del espacio
generado por el resto), y otra parte que, bajo ciertas condiciones, se puede
desechar. Proveemos ademas de dos ejemplos que muestran que el procedimiento
funciona de manera no trivial, tanto para eliminar subespacios completos de un
marco de fusién (Ejemplo 2.71), como para detectar una parte indispensable y
otra que se puede eliminar (Ejemplo 2.72). Los métodos de refinamiento de
marcos de fusién conocidos hasta el momento se centraban en la eliminacion de
un subespacio ([Asg09], [CKO08]) o varios ([XZD14]), o se realizaban mediante
la evaluacion del “exeso”, cuando este es finito ([RS08]).

= Damos una caracterizacion de todas las estructuras de familias de subespacios
estudiadas en el Capitulo 2 de la presente tesis, para el caso particular de los
espacios invariantes por traslaciones enteras. Esto constituye el punto central de
la presente tesis. Especificamente, se caracterizan las familias biortogonales de
subespacios (Teorema 3.16 y Teorema 3.17), base de subespacios (Teorema 3.20),
base de Riesz de subespacios (Teorema 3.21 apartado (1)), marco de fusién
(Teorema 3.21 apartado (2)), y como caso particular de este iltimo, sucesién de
Bessel de subespacios (Corolario 3.22). Las mencionadas caracterizaciones se
dan en término de estructuras similares en los espacios fibra con cierta condicion
de uniformidad: una familia de subespacios invariantes por traslaciones enteras
{Wi},e; tiene cierta estructura (marco de fusién, base de subespacios, etc) si y
solo si la familia de espacios fibra {Jyw,(w)},.; tiene la misma estructura con
cierta condicion de uniformidad a.e. w € T". Dicha condicién de uniformidad
estd dada sobre la norma de operadores apropiados (condicién (3.9) y condicién
(3.10)) para el caso de las familias biortogonales de subespacios y las bases
de subespacios, y sobre las constantes de la estructura (condicién (3.13) y
condicién (3.15)) para el caso de las bases de Riesz de subespacios y los marcos
de fusion. Hasta el momento no existia ninguna caracterizacién de este tipo.

» El Teorema 4.5 [Bow00] caracteriza los operadores que preservan traslaciones
enteras en términos de operadores definidos en los espacios fibra. Damos una
demostracién nueva de dicho teorema (ver demostracién del Teorema 3.13), que
es conceptualmente mas natural y que utiliza la caracterizacion de los marcos
en los espacios invariantes por traslaciones enteras por medio de marcos en los
espacios fibra con constantes uniformes.

» Presentamos un método (Teorema 3.25) para construir un marco de fusién (con
constantes enteras predeterminadas) para un espacio invariante por traslaciones
enteras mediante la particién no disjunta de su espectro (es conocido que
particion disjunta del espectro lleva a descomposiciones ortogonales, ver por
ejemplo [Bow00] Remark i pp 16, o [BDVR94] Teorema 3.2).



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se incluiran los contenidos preliminares necesarios para el desa-
rrollo de la presente tesis, divididos en dos grupos: los propios de Analisis Funcional,
y los mas especificos de marcos y bases vectoriales. Sera utilizado, ademas, para dejar
sentada la notacion general.

Preliminares de analisis funcional

En esta seccién incluimos las definiciones y resultados propios de Analisis Fun-
cional que seran utilizados en el desarrollo de la presente tesis. La mayoria de ellos
son de uso estandar y frecuente, por lo cual no citaremos detalladamente cada uno.
Como referencia general consideramos los libros [Rud91] y [Con90]. Los resultados se
incluyen, ademas, para tener presente las herramientas que se utilizan a lo largo del
trabajo, donde seran aplicados sin hacer referencia permanentemente a los mismos.

Espacios de Hilbert:

A lo largo de este trabajo, H denota un espacio de Hilbert separable complejo.
Los elementos de H seran f, g, h, y en general un subindice indicard pertenencia a
cierto subespacio con el mismo subindice. El producto interno en H se denota por
(.,.), y la norma inducida por ||-||*> = (-,-). Si V' y W son subespacios cerrados de H,
entonces el subespacio suma es

V4+W={f+g:feV, geW}.

Pondremos V & W y se llama suma directa si y solo si VN W = {0} (lo cual no
implica que V @& W sea cerrado).
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Con V+ indicaremos el complemento ortogonal de V en H, es decir,
Vi={feH : (f.gg=0VgeV},
y diremos que V' y W son ortogonales si
(f,g) =0V feV, geW.

1
La suma directa de subespacios ortogonales se indica por &, y en este caso si es

L
cierto que V & W es un subespacio cerrado de H.

Ejemplos en particular de espacios de Hilbert que usaremos frecuentemente en
este trabajo son

LQ(R”):{f:R”%C talque/ |f(:v)|2da:<oo}

n

ﬁmﬂz{ww%mw<%ecwm®e§]%ﬁ<m}

kezZm

asi como el espacio de Hilbert separable
L*(T", *(Z")),

formado por las funciones medibles a valores vectoriales F': T — (*(Z") tales que

an:(A|wwm;m) < .

donde el producto interno esta definido por

(F.G) = [ (F().G))s d
En numerosas ocasiones utilizaremos la desigualdad de Schwartz:

(Lol < IFlllgll v fg €M,

que en el caso particular del espacio £2 (Z") queda

Z a@

kezZm

2
<Dl Y0 bV (a)pezn s (Or)pezn € € (27)

kezm kezn

Concerniente a operadores
Un operador lineal T : H — K entre espacios de Hilbert es acotado si lo es con la
norma usual de operadores, es decir si

1T = sup {[[TCHI = [/} = 1} < oo,
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lo cual es equivalente a que sea continuo. Tal operador es isomorfismo topoldgico
si es biyeccién lineal acotada, es decir, si es sobre e inyectivo. En tal caso, tenemos
definido el operador inverso T—!, que resulta lineal y acotado (por el Teorema de la
Aplicacion Inversa, ver [Con90] 12.5).

Si V' es un subespacio de #H, entonces T'|;, denotard el operador T restringido a
V.

El operador adjunto de cualquier 7" : H — I lineal acotado se denota por T, y
es el Unico que satisface

(Tf,9)=(f.T"g) ¥V f,g € H,

y se tiene que T =T, v | T|| = ||T*|| = |TT*||*/*. Si S es otro operador, entonces
(ST)* = T*S*; esto permite ver que T es isomorfismo topoldgico si y solo si T* lo es,
y en tal caso (T*)™' = (T1)"

El ntcleo de un operador T es

ker(T) ={feH :T(f) =0}
y el rango es
Rang(T) ={T(f) : f € H},

y se puede ver que
ker(T) = Rang(T*)™*.

Un operador lineal 7' : H — H se dice autoadjunto cuando 7" = T™.
Utilizando el producto interno se puede definir la nocién de orden (parcial) entre
operadores: un operador 1" es positivo si

(Tf, f)=0V fen,

y definido positivo si la igualdad se da solo cuando f = 0. Si S'y T son dos operadores,
entonces pondremos S = T si S — T es positivo. Tal relacién es un orden parcial,
y si T = O (el operador nulo) se ve que existe la raiz cuadrada de T, es decir, un
operador (lineal acotado) T%/2 tal que TV/2T'/2 =T.

Caso particular de operadores definidos positivos (autoadjuntos e idempotentes)
son las proyecciones ortogonales: si V' es un subespacio cerrado de H, entonces Py
denota la proyeccion ortogonal de H sobre V. Vale el siguiente:

Proposicion 1.1. 5i V y W son subespacios cerrados de H, entonces:
1. Pyly : W =V es inyectivo si y solo st W NV+ = {0}.

2. Pyly : W =V es isomorfismo topoldgicos si y solo si H =W & V*+.

Un operador T' se dice acotado por abajo si existe una constante c tal que
ITHI = cllFll ¥ feH.

Eso implica que T tiene rango cerrado. El siguiente resultado es de particular
importancia:
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Proposicion 1.2. Si T : H — K es un operador lineal y acotado, entonces T es
sobre si y solo si T es acotado por abajo. Como consecuencia, se tiene que:

1. T es isomorfismo topolégico si y solo st T™ lo es.

2. T tiene rango cerrado si y solo si T* tiene rango cerrado.

También utilizaremos con frecuencia el siguiente resultado clasico, también cono-
cido como Teorema de Banach-Steinhaus:

Teorema 1.3 (Principio de Acotaciéon Uniforme). Si {T;},.; es una familia de
operadores lineales acotados, T; : H — K, y tales que para toda f € H se tiene que

sup {|[ ()]l =i € I} < o0,

entonces
sup{||T;|| : i € I} < 0.

Bases y marcos de vectores

En esta seccion incluimos los resultados basicos sobre bases y marcos en un espacio
de Hilbert H. La literatura moderna sobre el tema es en extremo abundante; citamos
como referencias principales tanto a [Chr03] como a [Heill]. En particular, en el
segundo capitulo de esta tesis hemos tomado, aunque de manera algo vaga, el “relato”
que este tltimo hace para familias de vectores {f;},.,; (tanto en la concatenacién de
los contenidos como en la forma de enunciar los diferentes resultados) , como modelo
para presentar nuestra exposicion sobre familias de subespacios {W;},.;. También
en [Heill] encontramos un compendio adecuado de resultados de Anédlisis Funcional,
y todo lo referente a la convergencia de series en espacios de Hilbert que pudiéramos
necesitar par el presente trabajo.

Si{fi};c; € H entonces span ({ fitic 1) es el espacio generado, es decir, el conjunto
de todas las combinaciones lineales finitas. Con span ({f;},.;) denotaremos la clausura
del espacio generado. A lo largo de todo el presente trabajo, el conjunto I sera el
conjunto de los niimeros naturales N o, en caso de ser finito, el conjunto de los
primeros enteros positivos {1,2,..., N} (esto no es una limitacién, se podria pensar
en cualquier conjunto numerable pero tal generalidad no aporta demasiado).

Si0# f € H, entonces < f >= span(f) es un subespacio cerrado (como todo
subespacio de dimensién finita), y

_ (9
171I*

P<f>(9)



Preliminares 5

En esta seccion usaremos la notacion
2 . 2
(1) = {{ci}id (c; €C)ta: Y ai|* < oo} .
iel
Las siguientes definiciones son clédsicas para familias de vectores:

Definicién 1.4. Una familia { f;},., € H es ortonormal si (f;, f;) = 0.5, donde 6,5 es
la “delta de Dirac” que vale 0 sii # j y 1 sii= j. Las familias {fi},c;, {9i}ier CH
son biortogonales si (fi, g;) = ;.

Con respecto a la “capacidad para generar” tenemos las siguientes
Definicién 1.5. Una familia {fi},., € H es:
1. Total o completa si span ({fl}zel) =*H.

2. Base si para cada f € H existen tnicos escalares {c;},.; (c; € C) tal que
[ =>,cfi (aqui la convergencia no se pide incondicional y por lo tanto el
orden del conjunto I importa). La base es incondicional si la serie converge
incondicionalmente, y acotada si existen constantes 0 < r < R tales que

3. Base ortonormal si es base y familia ortonormal.

4. Base de Riesz si existe un isomorfismo topologico T' : H — H tal que f; =
T (e;) Y i, donde {e;},.; es una base ortonormal de H.

5. Marco con constantes o y [ si para cada f € H se tiene que

allfIF <Y K< BILIP

iel
y sucesion de Bessel con constante 3 si vale la cota superior en la desigualdad
anterior.

Con respecto a nociones de independencia lineal, tenemos las siguientes:
Definicién 1.6. Una familia {fi},.; € H es:
1. Minimal si ¥ j, f; ¢ Span(f; :i # j), exacta si es minimal y total.
2. w—listy ¢ifi=0=>¢=0Vi.
8.0 —lisi{e}elP(I)yY , cfi=0=c¢=0Vi.
Observacion 1.7. Se tiene que
minimal = w — li = (2 — 13,

pero las reciprocas son falsas.
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El siguiente resultado nos da la relaciéon entre familias minimales y exactas con
respecto a la existencia de familias biortogonales:

Teorema 1.8. Si {f;},.;, € H entonces:

1. {fi};c; es minimal si y solo si existe una familia biortogonal {g;},.;.

2. {[i}ic; es ewacta si y solo si existe una unica familia biortogonal {g;}; ;-

En principio, las bases ortonormales representarian una opcion ideal en el proceso
de andlisis y sintesis de un vector f, dado que si {f;},.; es base ortonormal de H, el
operador (andlisis)

T —H, T} = alf

i€l

es isomorfismo isométrico, resultando las bases de Riesz una “segunda opcién”, donde
tenemos isomorfismo (no isometria), con la norma controlada por las constantes del
punto (2) del siguiente teorema. Con los marcos, aparece la opcion de realizar el
proceso de analisis y sintesis con “redundancia’.

El siguiente teorema caracteriza las sucesiones que son bases de Riesz

Teorema 1.9. Sea {f;}
equivalentes:

ier © H una sucesion. Las siguientes afirmaciones son

1. {fi};c; es base de Riesz.

2. {fi}iel es total y existen constantes a y [ tales que para todo conjunto finito
Iy C I vale

2
<BY lal* ¥V {a}CC.

i€lp

a) el <

i€lp

Zcifi

i€lp

8. {fitic; es base yV {c¢;} CC

Zcifl- converge si y solo si Z ;] < 0.

il iel
4. {fi};e; es base incondicional acotada.

5. Existe un producto interno (- | -) en H equivalente (al producto original) y tal
que { fi};c; es base ortonormal de H en dicho producto interno.

6. {fi};c; es sucesion de Bessel y existe una tnica familia biortogonal {g;},., que
también es sucesion de Bessel.
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Las constantes o y 8 que aparecen en el punto (2) se conocen como constantes
de la base de Riesz {f;},.;-

Para estudiar y establecer las propiedades basicas de los marcos, es conveniente la
definicién de tres operadores. Si {f;},.; € H, se definen (en principio, formalmente)
los operadores analisis, sintesis y operador de marco por

C . H— ), C(f) = {{f, fid bier
R : (1) — H, R({c}) :Zcifi
S H—H, S(f):Z<f7fi>fi:RC(f)

Teorema 1.10. Sea {f;}
equivalentes:

ier © H una sucesion. Las siguientes afirmaciones son

1. {fi},e; es sucesion de Bessel
2. El operador andlisis C' estd bien definido y es acotado.

3. El operador sintesis R esta bien definido y es acotado.

En cualquier caso se tiene que R* = C, y (si vale cualquiera de las anteriores)
resultan equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. {fi};e; es marco para H (con constantes que denotamos o y 3).
2. C estd acotado por abajo.

3. R es sobre.

En tal caso, el operador de marco S resulta isomorfismo topoldgico positivo, con

alf, f) <(S(f), f) <Bf) YV IeH,

F=Y (LS E=D (F ST Y feR,
1€l i€l

con convergencia incondicional.

La sucesién {S™!f;},.; también resulta un marco, que se llama el marco dual
canénico de {f;},.;, v tiene la propiedad de que su dual canénico es el marco
original {f;},.;. La sucesién de escalares {(f, S™!f;)},.; utilizada para reconstruir f
en términos del marco { f;},.; tiene la siguiente propiedad de minimalidad:
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Teorema 1.11. Si {fi},.; es un marco con operador de marco S, f € H, y para
cierto {¢;},c; € €2 (I) vale que
= Z ¢ifi,

el
entonces {¢; — (f,S7 fid}ier L {{f, ST i) }ier en €2 (1), en particular

2

el = [ (e~ 57 b + {57 1)

Y

y por lo tanto {S7' f;},; tiene la norma minima entre los {c¢;},c; € €% (I) tales que

= ZZ Cifi-

La diferencia entre un marco y una base de Riesz es, esencialmente, la redundancia.
Tal es el contenido del siguiente teorema:

Teorema 1.12. Si {f;},., es un marco con operador de marco S, las siguientes son
equivalentes:

~

La famalia {S™ (fi)},c; es biortogonal a {f;}

iel”
Eziste una familia biortogonal para {fi},c;.
La familia { f;},c; es minimal.

La familia { f;},c; es w —li.

La familia {f;},o, es (2 — li.

Para cada f € H hay una dnica sucesion {¢;} € (* (I) tal que f =, ;¢ f;.

El operador sintesis R es inyectivo (y entonces isomorfismo topoldgico).

El operador andlisis C' es sobre (y entonces isomorfismo topolégico).

ST s B A o R S

La familia { f;},., es base de Riesz.

~
S

La familia { f;},c; es base.

1. [{fi, ST ) =1Viel.

Para el estudio de los operadores definidos en espacios invariantes por traslaciones
enteras, necesitaremos el siguiente resultado:

Proposicion 1.13. Sea {ei}iel es base ortonormal de un espacio de Hilbert H, y
{fi};cr es sucesion de Bessel con constante (3 en otro espacio de Hilbert IC. Entonces,

la ecuacion
L <Z Ciei) = Zcifi ;

el el
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o lo que es lo mismo,
L(f)= Z<f7€i>fi )
iel
define bien un operador lineal acotado L : H — K, con ||L|| < 5.

Si, de manera mds general, {e;},.; — {0} es base ortonormal de H (es decir,
al conjunto se le quitan todos los ceros y queda una base ortonormal) y {fi},c; es
sucesion de Bessel con constante 3 en K tal que e; = 0 = f; = 0, entonces sigue
valiendo lo mismo.

Demostracién . Puesto que {f;},.; es sucesién de Bessel con constante 3, el Teo-
rema 1.10 nos dice que el operador sintesis

R:0?(I)—H, R({c;}) = chfz

estd bien definido y satisface || R|| < 3. Puesto que la aplicacién f — {(f,e;)},c; es
isomorfismo isométrico de H sobre ¢ (I), se concluye la demostracion.

También necesitaremos el siguiente resultado elemental:

Proposicién 1.14. Sea { f;},.; un marco para H con constantes oy 3, yT : H — K
un operador lineal acotado (entre espacios de Hilbert). Entonces {T'(fi)},c; es sucesion
de Bessel en K con constante || T||> (se puede ver que si T es sobre, entonces es
marco con constantes o/ HTTH2 y BT, donde Tt es la inversa de Tyer(r):)-
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Bases y marcos de subespacios

Este capitulo esta centrado en el estudio de diferentes estructuras que puede tener
una familia de subespacios cerrados {W;},.; en un espacio de Hilbert H: marco de
fusién (o marco de subespacios), sucesién de Bessel de subespacios, descomposicién
de Riesz, base de subespacios, y en la existencia de familias biortogonales. Tales
estructuras son, precisamente, las que se caracterizan en el Capitulo 3 para el caso
particular de los espacios invariante por traslaciones enteras.

Los marcos de subespacios fueron introducidos en [CK04], en bisqueda de condi-
ciones bajo la cual se pudiera juntar marcos (vectoriales) de diferentes subespacios y
obtener un marco de todo el espacio. Esta idea ya habia sido explorada por otros
autores, por ejemplo en [ACMO04]. Posteriormente en [CKS08| se cambié su nombre
a marcos de fusion. Cabe destacar que en el trabajo original, se formula la definicién
utilizando “pesos”, los cuales hemos omitido, solamente a fines de obtener una
notacion mas clara. Los resultados incluidos se pueden generalizar con facilidad
al caso con pesos. En [CK04] se introducen también las nociones de sucesion de
Bessel de subespacios, familias biortogonales de subespacios, y de descomposicion de
Riesz, esta tultima como un caso particular de los marcos de fusiéon donde no hay
redundancia, destacando siempre sus analogias (o no) con sus homénimos vectoriales.
En dicho trabajo y en otros posteriores ([Sun06], [CKS08], [Asg09]) se dan algunas
caracterizaciones de estas estructuras de familias de subespacios, similares a las
vectoriales, quedando otras pendientes. A lo largo del capitulo se resaltaran analogias
con el caso vectorial demostradas en trabajos anteriores, y se completaran algunas
caracterizaciones que previamente existian de forma parcial.

En lo que respecta a marcos de fusién, incluiremos las definiciones y resultados

necesarios para el desarrollo de la tesis, como algunas correcciones a demostraciones o
enunciados erréneos del trabajo original. Presentamos ademas una caracterizacion de

10



Bases y marcos de subespacios 11

marco de fusién que es base de Riesz de subespacios por medio del marco de fusién
dual, andloga a la condicién vectorial que aparece en el apartado (11) del Teorema
1.12. Se explora también la “minimalidad de los coeficientes”, logrando una mejora
del resultado que aparece en [CKS08]. Otro concepto estudiado es el de refinamiento,
el cual hemos encarado con el mismo criterio que en [RS08], donde se entiende por
refinamiento a la eliminacién de espacios de la familia original y/o la eliminacién de
parte de algunos subespacios. Exponemos un criterio que permite detectar la parte
“indispensable” de cada subespacio (que resulta suma directa con la clausura del
espacio generado por el resto), y otra parte que, bajo ciertas condiciones, se puede
desechar. Proveemos ademas de dos ejemplos que muestran que el procedimiento
funciona de manera no trivial tanto para eliminar subespacios completos de un marco
de fusion, como para detectar una parte indispensable y otra que se puede eliminar.

En [CK04] se introduce la nocién de familias biortogonales de subespacios, y se
dan condiciones para la existencia de una familia biortogonal, pero en dicho trabajo,
en lugar de explorar las condiciones bajo las cuales esta familia biortogonal es tnica,
se hace referencia a que “hay una unica familia maximal”. Establecemos condiciones
que equivalen a existencia de una unica familia biortogonal, y estas condiciones nos
llevan a proponer una definicién de familia de subespacios exacta, que nos parece
mas adecuada que la copia literal del caso vectorial (minimal total, ver [Heill]), pero
que extiende a esta

En cuanto a las descomposiciones de Riesz, estructuras que nosotros llamamos
bases de Riesz de subespacios, fueron introducidas en [CK04] como un caso particular
de marco de fusién donde no hay redundancia, y se prueba en dicho trabajo que
esto es equivalente a que la familia de subespacios sea imagen por isomorfismo
topolégico de una descomposicién ortogonal (esto seria el equivalente para familias
de subespacios de lo que muchos autores toman como definiciéon de base de Riesz, por
ejemplo [Heill]). Posteriormente, en [Sun06] y en un contexto més general, se prueba
otra condicion equivalente, referida a la equivalencia entre el cuadrado de la norma
de la suma y la suma del cuadrado de las normas. Nosotros partimos de la que nos
parece la “copia natural” de la definicién vectorial de base de Riesz: la imagen por un
isomorfismo topolégico entre espacios de Hilbert de una descomposicion ortogonal de
subespacios (es decir, en principio no como un caso particular de los marco de fusién),
y completamos una caracterizacion de familias de subespacios que son base de Riesz
de subespacios, similar a la existente para sucesiones de vectores (ver Teorema 1.9).
Debido a que algunas caracterizaciones de sucesiones que resultan bases de Riesz
(vectoriales) recaen en el concepto llano de base, o base de Schauder en un espacio
de Hilbert, vimos necesario definir la nocién de base de subespacios para un espacio
de Hilbert, y estudiamos las propiedades elementales. Esta definiciéon no es nueva
y las bases de subespacios resultan ser un caso particular de las “descomposiciones
de Schauder” para un espacio de Banach, en un contexto mas general, que resulta
excesivo para la presente tesis. Por ello, enunciamos las propiedades basicas de bases
de subespacios que necesitamos para el desarrollo de la presente tesis, y, si bien la
mayoria se puede deducir del caso mas general de descomposiciones de Schauder,
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incluimos demostraciones sucintas de ellas, por ser en general mas simples e intuitivas
en un espacio de Hilbert. Un compendio de resultados sobre descomposiciones de
Schauder se puede encontrar en [Si81].

Establecemos a continuacion las notaciones y definiciones basicas:

Notacién 2.1. Con {W;},.; vamos a denotar siempre una familia de subespacios
cerrados de un espacio de Hilbert separable H, y [[,c;, Wi = {{fi}iel i € m}
Denotaremos la suma directa hilbertiana de {W;},., por

Z®WZ = {{fi}ia € HWz : Z il < oo} .

i€l icl icl

Esta resulta un espacio de Hilbert con las operaciones algebraicas definidas coordenada
a coordenada, y el producto interno

<{f’i}i€I ) {gi}iel> = Z (fi, 9i)
i€l
Definicién 2.2. Diremos que la familia {W;}, ., es:

1. Total si el espacio vectorial cerrado que generan es todo, es decir, si

span (Uie W) = H.

2. Minimal si W; N span (U;,W;) = {0} Viel.

8. w —li si para cada {fi},c; € [[;e; Wi se tiene que Y-, fi = 0 = fi =0 Vi
(cada ves que la serie converge a cero, no importa que tipo de convergencia).

4. 02 —1i si para cada {f;};c; € > @,;c; Wi se tiene que Yy, ; fi =0= f; =0 Vi.

Observacion 2.3. Aligual que para familias de vectores, para familias de subespacios
{Witie; se tiene que

minimal = w — i = (% — 1,
pero las reciprocas son falsas. Es inmediata la construccion de un ejemplo a través

de familias vectoriales con dicha propiedad. Si {e;},.; es una base ortonormal para
un espacio de Hilbert H, definimos

fi=ei, fi ei—1 parai > 2, y W, =span(f;),

1 1
=6 — —F——
Vi Vi—1
1 .
g1 = e1, gi=e1+—e parai > 2, y  Xi = span (g;),
7

entonces la familia {W;},.; es (* — li pero no es w — li, tanto la familia {X;}, ; es
w — li pero no es minimal.
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En muchas ocasiones usaremos el siguiente resultado elemental:

Proposicion 2.4. Si W; = span ({fij}iel cj € JZ-) entonces
span (UierW;) = span ({fi;}ic; 15 € i) -

En particular, {W;},.; es total si y solo si {fi,}ie]jeji es completo.

Familias biortogonales de subespacios

En esta seccién abordamos el problema de existencia y unicidad de familias
biortogonales. El objetivo final es dar condiciones bajo las cuales una familia de
espacios vectoriales tiene unica familia biortogonal, y caracterizar los resultados por
medio de proyecciones ortogonales. La caracterizacién obtenida nos permite dar una
definiciéon adecuada de familia exacta de subespacios, que extiende la nocién de
familia exacta de vectores (ver [Heill] Definicién 5.3). Comenzamos con la definicién
de familia biortogonal de subespacios, que fuera introducida en [CK04]:

Definicién 2.5. Si {W;},., es una familia de subespacios (cerrados), entonces
{Vi}ier es familia biortogonal de {Wi},., si Vi L W; Vi # j, ysi0# feW,
entonces [ L V;, es decir,

VO#AfeW,3geV; tal que (f,g) #0 (2.1)

Es importante observar que la definiciéon no es simétrica en el sentido en que
no se pueden intercambiar los papeles de las familias {W;},.; v {Vi},e; (v por
eso, a diferencia del caso vectorial, no dice “las familias {W;},.; v {Vi};,c; son
biortogonales si...”). Pedir que ¥V 0 # f € W, 3 g € V; tal que (f, g) # 0 no implica
que V0 # g € V; 3 f € W; tal que (f,g9) # 0 (V; podria ser “muy grande”).
Podemos verlo con un ejemplo elemental: basta con tomar en R? la base canénica
{e1,e9,e3}, W1 = span (e1), Wy = span (e; + e3). Entonces una familia biortogonal
es V) = span (e; — eg,e3), Vo = span (e3), y no es cierto que V f € V; 3 g € Wj con
(f,g) # 0, por ejemplo tomar f = e3. La cuestién es diferente si miramos en R?: si
Wy = span (e1), Wo = span (e; + e3) , entonces Vi = span (e1 — e3), Vo = span (es)
es la unica familia biortogonal de {IW;, W}, v en tal caso {1, W)} es la tnica
familia biortogonal de {Vi, V5}).

Observacion 2.6. La definicion de familia biortogonal se puede expresar en términos
de proyecciones ortogonales de la siguiente manera: {V;},.; es familia biortogonal de

{Wi}iel st
Pw|wj =0 Vi#j, Yy Py, |y, es inyectivo Vi € 1.
Esto resulta de que si para cada 0 # f € W; existe g € V; tal que
0# <f7g> = <f7PVzg> = <PV¢f7g>7

entonces Py, f # 0. Recordar que P%|Wj es la restriccion de Py, al subespacio W;.
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Si {Wi},c; es una familia de subespacios cerrados y definimos

V; = span (U W) = (| W}, (2:2)
J#i
entonces V; L W; V i # j, por lo que resulta el candidato “natural” para familia

biortogonal de {W;},., (faltarfa que se cumpla la condicién (2.1). Pero ademas si
{W;},e; tiene familia biortogonal { £;},.,, entonces debe satisfacer

E; CV, paratodoi € I,

y, en tal caso, automaticamente {V;},_, resulta familia biortogonal para {W;},.,. Por
lo tanto, las afirmaciones “{W;},_; tiene familia biortogonal” y “{V;},.; es familia
biortogonal para {W;},.,” son equivalentes.

El siguiente teorema, andlogo al resultado vectorial, nos da la relacion entre
familias minimales y biortogonales. La primera afirmacién esta en [CK04], pero en
dicho trabajo, en lugar de explorar la unicidad, se hace referencia a que “hay una
unica familia maximal”, de la forma expresada en el parrafo anterior. En el siguiente
teorema se dan condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una tnica

familia biortogonal:

Teorema 2.7. Sea {W;}, ., una familia de subespacios (cerrados) de H y definamos
Vi como en (2.2). Entonces:

1. La familia {W;},.,; es minimal si y solo si {Vi},.; es familia biortogonal.

2. Para todo i € I se tiene que H = W,; ® span (U;.,W;) si y solo si {V;},., es la

tnica familia biortogonal para {W;}, ;.

Demostracién .

1. Puesto que por definiciéon W; L V; V i # j, sélo resta verificar la condicién
(2.1). En términos de proyecciones ortogonales, esto es verificar que

Wi nspan (UjxW;) = {0} Vi € I <= Py, es inyectivo V i,

lo cual es inmediato de (2.2), ya que ker(Py;) = V-

2. (=) Notar que la condicién H = W;@span (U, W;) V j € I dice implicitamente
que la familia {W;},, es minimal (y total), y entonces el punto anterior (y los
comentarios previos al enunciado del teorema) implica que la familia {V;},_,
definida en (2.2) es biortogonal. Resta probar la unicidad. Notar ademas que,
en estas hipdtesis, V; = Py, (W;) ¥ j € I (pues Py, (W;) = {0} Vi # j).

Supongamos que tenemos otra familia biortogonal {£;}, ,; necesariamente
E; CV; Vi, y como es otra, deber existir j € I tal que la inclusién es estricta,
es decir, tal que E; C V;. Haciendo la descomposicién ortogonal

_ LJ-V
Vi=E; ®E;Y,
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(donde Ly se usa para indicar el complemento ortogonal en V;) resulta
1 L1
H = span (U, W;) @ V; =span (U W;) @ E; & B

Sif; € Wiy Py, (fj) € E]-LV entonces 0 = Pg, Py, (f;) = Pg, (f;), y eso implica
que f; =0 (pues Pg, ‘W_ es inyectivo por ser {£;},.; familia biortogonal). Es

decir, 70 # f; € W tal que Py, (f;) € EJ-LV, y entonces Py, (W;) ﬂEjLV = {0},
de donde resulta

ErV =V;NE;Y =Py, (W))NE;Y ={0}.
(<) Sabemos por el punto anterior que la familia {V;},.; definida en (2.2) es

la tnica familia biortogonal, en particular Py, |WZ~ es inyectivo para todo ¢ € I.
Supongamos que para algtin j € I se tenga

W; @ span (U, W;) € H (2.3)

(notar que sabemos que la suma es directa pues el punto anterior nos asegura
que la familia {W;},., es minimal). Usaremos este hecho para construir otra
familia biortogonal. La condicién (2.3) implica que

V; € W; @ span (U;£; ;)
(recordar que span (Ui W;) = V;5), es decir,
existe g; € V; tal que g; ¢ W; @ span (U, W;) = W, & VjL. (2.4)

Entonces g; # 0, y eso implica que W; # {0} (pues si W; = {0} la unicidad
me dice que V; = {0}).

Descompongamos
i
Vj = span (g;) & Ej. (2.5)

Si para algin 0 # f; € W; se tiene Py, (f;) = cgj, con ¢ € C, la inyectividad

de Py, ‘WJ_ implicaria que ¢ # 0, y entonces

1 1
QJ':ijJFE(CQj—fj)GWj@Vf,

contradiciendo (2.4). Entonces, la descomposicién (2.5) nos dice que necesaria-
mente E; # {0} y que

i €Wy Pe(f;) =0= f; =0,
es decir, Pg, ‘W_ es inyectiva lo cual a su ves implica que la familia
{(ViiielI-{j}}U{E;}

es otra familia biortogonal para {W;},.;, una contradiccion. |
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Basicamente, el teorema anterior expresa el hecho de que una familia de subes-
pacios cerrados {W;},.; es minimal si y solo si tiene biortogonal, y es minimal con
H =W, @ span (U;xW;) Vi e I (un poco mas que total) si y solo si tiene tinica
familia biortogonal. La versién vectorial del teorema anterior (ver Teorema 1.8) dice
que una familia {f;},., € H es minimal si y solo si existe una familia biortogonal (lo
cual es andlogo a la primer afirmacién del teorema anterior), y que es minimal total
si y solo si existe una unica familia biortogonal. Esta tltima afirmacion también es
absolutamente andloga a la segunda afirmacién del teorema anterior, ya que cuando
se trata de vectores, la definicién de minimal es equivalente a que

span {f} Nspan{f;: j £i} = {0} Viel,

con lo cual la familia {f;},., es total si y solo si span{f;} ®span{f;:j # i} es
denso en H (Vi € I), lo cual ocurre siy solo si span {f;} @span{f; : j#i} =H (V
i € I), ya que como el espacio span {f;} tiene dimensién 1 (finita) entonces la suma
directa anterior es siempre cerrada (ver [Ma95], Corolario 7-4.9). Para familias de
subespacios {W;},.;, ser minimal total dice que W; ® span (U;W;) es denso en H
(Vi € I), pero podria no ser todo H.

Debido a esto, proponemos la siguiente definicion, que extiende la definiciéon
vectorial al caso de familias de subespacios (ver [Heill] Definicién 5.3):

Definicién 2.8. Una familia de subespacios cerrados {W,;}..; de H se dice exacta si

iel

Sin embargo, se debe tener cuidado con la definicién anterior, tal como se hace
notar también en [Heill] para el caso vectorial: no se debe confundir una familia
exacta con un marco exacto: dentro del contexto de los marcos (vectoriales) o los
marcos de fusion, la palabra exacta es utilizada con otro sentido.

Observacion 2.9. Si definimos V; como en (2.2), la condicion (2.6) es equivalente
a pedir que PVi|Wi : W, — V; sea isomorfismo topolégico ¥ @ € I. Esto en particular
implica que los respectivos biortogonales deben tener la misma dimension.

A continuacién daremos una caracterizacion parcial de familias biortogonales en
términos de bases ortogonales.

Lema 2.10. Sea {W;},.; una familia de subespacios, y para cada i € I, sea {eq}c ;.
una base ortonormal para W;. Entonces:

1. Sifeitier ey, es minimal, entonces {W;},.; es minimal.
2. Si{W;},c; es minimal, entonces {eu};c; ;. €s * — li.
) T

Demostracion .
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1. Tomemos f € W; Nspan (U;x;W;), entonces f = >, (f,ea) ey y para todo
k € I tenemos
(fseir) e =f — Z (fsea) e,
Ik
y este tltimo claramente pertenece al espacio span (eg : (s,1) # (i, k)) (notar
que Span (U;4;W;) = Span (eq : s # 1)). Puesto que estamos asumiendo que
{eil}iEIlEJi es minimal, esto implica que (f,e;) = 0 para todo k, y entonces

f=o.

2. Sea {Vi},., la familia definida en (2.2), entonces el Teorema 2.7 nos dice que
es familia biortogonal para {W;}, ;. Tomemos una sucesién {c;},, tal que

2
g lca|” < oo y E cieiq =0
il 5l

(sumando en algin orden). Para todo k € I tenemos que

0= Py, (Z Ciﬁil) = ZCuPVk (i) = Zcilp\/k(ekl) = Py, <Z Cilekl> :
il il ! !

Puesto que Py, |Wk es inyectivo, concluimos que ), ¢zer = 0, y entonces ¢ = 0
para todo [ € J;. Como esto vale para todo k € I, resulta ¢;; =0V 4, 1. |

El lema anterior aparece en [CK04] como una equivalencia en la primera afirma-
cién, pero la demostracién contiene un error, y el punto (2) del Lema 2.10 no es
mejorable, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.11. Tomemos {u;},-, ,{ei};=, dos familias ortonormales en H tales que
(u;,e;) =0V 1,7, y escalares {c, } .=, {B;}ioy tales que

[e.9]

=1

y definamos con ellos los vectores
o0
v, =ou + Be, t€EN Yy ug = Zﬁiei.
i=1

Se verifica facilmente que las familias {u;};o, y {vi};e, son ambas ortonormales.
Pongamos N =, .; Ni union disjunta y tal que cada Ny, tiene infinitos elementos,
y definamos

Wo = span ({ui}ioy), Wi =35pan ({vi},ey,) kel

Veremos (en tres pasos) que la familia {wi}z‘elu{o} es minimal, pero la familia formada
o o0 ..
por sus bases ortonormales {u;},-, U {v;},-, no es minimal.
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1. Veamos primero que
Wo N 3pan (UreWy) = {0},
o lo que es lo mismo,
span ({ui};Z,) Nspan ({vi};Z,) = {0}

Supongamos existen sucesiones {¢;}oy y {di}~, de cuadrado sumable y tales

que
[eS) [eS)
E Ciu; = E di’Ul'
=0 i=1

entonces (teniendo en cuenta que las convergencias son incondicionales) tendriamos

que
Co Z Biei + Z Cil; = Z (dicviu; + dif,e;) ,
i=1

lo cual es equivalente a

Z/Bi(co— Z:ClozZ Ci) U .
i=1 =1
Pero teniendo en cuenta que (u;,e;) =0V i,j, esto es equivalente a
Bi(co — di) = (div; — ;) =0V i € N,
Finalmente,

(co—d))=0Vi=di=c=0Vi=c=0VYi.

2. Veamos ahora que también
Wy, N span (Ui W;) = {0}

para k # 0, es decir, que

59 ({0}, ) 035907 ({01} ey U{uidS,) = {0},
donde N = N — Ny. Si f pertenece a dicha interseccion, entonces
f= Z d;v;, con Z ;]2 < oo
i€ Ny, i€ Ny,
(notar que {vi};e; es base ortonormal de Wy ), y existe una sucesion {f;}>=, C

=1 =
spom({vi}J\,lS U {ui}i:0> tal que f; J:Z f. Por definicion,

cjuo—l—chuZ—i- Za V4,

ZENC
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donde para cada j las sucesiones {CZ}ZO Y {az} tienen ambas finitos

iENE
términos no nulos. Entonces

:Zdivi— c7u0+chu,+Zavz =

i€ N}, i=1 ieNE
_Zd (iu; + Biei) — 6%25161+ZCZU1‘+Zag(aiui+5¢€¢) =
1E€NE i=1 i=1 iENE
1€EN} iEN] 1€NK, 1EN]

(cada suma infinita que aparece converge incondicionalmente, por lo cual la
manipulacion de series es correcta). Eso implica que

If=£1P 2> |di—c| 2> |di—cl|' 82 VieN,
i€N},

y entonces cj — d; Vi € Ng. Eso implica que existe ¢ tal que d; = ¢V 1 € Ny,

j—o0
y entonces debe ser d; = 0 Y i@ € Ng, por ser Ny infinito y la condicion

2

3. Por dltimo, uy € span ({u;}.-, ,{vi};~,) pues este ultimo es cerrado y contiene
ae; = Bi (v; — au;) Y i, es decir, la familia {u;};>, U {v;};~, no es minimal.

Bases de subespacios

En esta seccidon se expondran los contenidos que necesitamos para el desarrollo
de esta tesis sobre bases de subespacios en un espacio de Hilbert. Estas estructuras,
vistas en un contexto mas general donde se toma como base un espacio de Banach, se
conocen como descomposiciones de Schauder. La mayoria de los resultados incluidos
son clésicos y se pueden encontrar, por ejemplo en [Si81]. Nosotros vemos esta teoria
en el contexto de los espacios de Hilbert, donde de los resultados tienen, en nuestra
opinién, enunciados y demostraciones méas sencillas e intuitivas que en el contexto de
los espacios de Banach. Por esta razon, hemos incluido muchas demostraciones, ya
que rehacerlas en este contexto resulta mas natural (y muchas veces menos dificultoso)
que tomarlas como un corolario del caso general, en espacios de Banach. Aparecen
en esta seccién esencialmente tres conceptos: el de base de subespacios, el de base
dual, y el de base incondicional de subespacios.

Definicién 2.12. Una familia {W;},.; se llama base de subespacios de H si toda
[ € H se puede poner de forma tnica como f =", fi, con f; € W; Vi (No se asume
convergencia incondicional). Es decir, para toda f € H existe una unica familia

{fitics € [Lict Wi tal que f =3, fi.
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Observacion 2.13. Esa definicion implica la existencia de operadores v; : H — H
tal que f; = v, (f), es decir, las v; son las “coordenadas”, Rang (v;) = Wy, y por
unicidad se tiene que 7i|Wi =1Id,y 7z‘|wj =0 811 # j. En particular 42 = ,, es decir,
st fueran operadores continuos serian proyecciones oblicuas (notar que si f € Wj,
entonces le corresponde la sucesion {0:f},.;). En algunas ocasiones denotaremos
{Wi,vi}ier una base de subespacios, para indicar los subespacios y las funciones
coordenadas.

El siguiente teorema establece que las funciones coordenadas son siempre continuas.
El resultado es andlogo al caso vectorial. Lo enunciamos en el contexto de los espacios
de Hilbert, pero puede ser demostrado en un contexto mucho mas general.

Teorema 2.14. Sea {W;},.,; una base de subespacios de H y
— {{fi}iel € HVV’ : Zfi es convergente} ,
i€l iel

y denotemos

!
>
i=1

Entonces (X, |.||y) es un espacio de Banach, y la aplicacion

T:X > H, T ({fi}ier) =D _fi

el

H{fi}z‘ele :Sl;p

es biyeccion lineal acotada (y por lo tanto tiene inversa continua).

Demostraciéon . Primero, notar que como W; es subespacio, entonces X es espacio
Iz £}, es
acotada, y entonces .||y estda bien definida. Es elemental verificar que |.||
norma: claramente H{fl ier T} ZGIHX < H{fi}ie[HX—i_H{gi}iGIHX y ||C{fi}i€IHX -
. Por 1ultimo, si H{fZ ZE[HX = 0 entonces f; = 0, y eso implica que
f2 =0, etc concluyendo fi=0V

Veamos que (X, ||.||x) es completo. st oy = {fiN}ieI (N eN)y {on}yen € una
sucesién de Cauchy en (X, ||.||y ), entonces para iy fijo se tiene

vectorial. Ademds como ) .., fi converge, la sucesién numérica

10 i0—1
[Fo N [ Z (M = )|+ Z (£ = || < 2llem = enllx (52 0
es decir, { fZO } Nen €8 sucesion de Cauchy en W,,, que es subespacio cerrado de H, y

entonces 3 fi, € W, tal que f — f;, cuando N — oo. Denotemos por » = {f;}
vamos a probar que p € X y que ON = ©.
Dado ¢ > 0 existe Ny tal que si N, M > N, entonces

el

l

SO =)

=1

<E.

HQOM - SONHX = SLllp
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Si N > N, para cada | > 0 se tiene que >_ (fM— ) = S (fi—=fN).y
— 00
entonces HZi:l (fi — fiN) H < e, y como vale para todo [, resulta

l

S (fi— 1)

i=1

sup <e VN2>N,. (2.7)

l

Ademas, {leo}ieI eX=>. fiNO converge, y entonces 4 mg tal que

>

i=m-+1

<e Vn>m>mmp.

Entonces, si n > m > my,

i fi Zn:(fi—fiNo) _i(fi_fiNO) + i fHo

i=m+1 =1 =1 i=m-+1

< 3e,

y entonces ¢ € X. Que ¢y — ¢ resulta de (2.7).
Para la siguiente afirmacién del teorema, notar que la aplicacion 7 : X — H,

T ({fi}icr) = Dses i es lineal y acotado pues

S ok

el

l

S ok

=1

HT({fi}z‘eI)” = - H{fi}z‘eIHX'

< sup
!

Como {W;},.; es base de subespacios resulta 7" biyeccién, y entonces tiene inversa
continua (por el Teorema de la Aplicacion Inversa, ver [Con90] 12.5). [ |

Corolario 2.15. Si {W;,v;},c; es base de subespacios, entonces existe C tal que
1 < |||l < C, es decir, son operadores uniformemente acotados. Ademds, si Sy (f) =
SN v (f) (operador suma parcial) entonces ||Sy|| < | T ¥ N, donde T es el
operador del teorema anterior, es decir, los operadores suma parcial también estan
uniformemente acotados.

Demostracién . Primero veamos la segunda afirmacién: Si f = )., (f), entonces

Isx (I = 3% ) ZW)‘:
= 1w Dhiatll = IT DI < 17051

En cuanto a las coordenadas: si f € W; entonces v, (f;) = fi, de donde 1 < ||,]||. Para
la otra designaldad, notar que [lv; (/) = 19 (f) = Sica (NI < 2NTHIA- ™

< sup
l

El resultado anterior, aunque de gran simpleza, es sorprendente: al igual que en
las bases de Schauder para un espacio de Banach, las funciones coordenadas resultan
automaticamente continuas (ver por ejemplo [Heill], Teorema 4.13). A continuacién
remarcamos algunas propiedades:
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Observacién 2.16. Si {W;,v,;},.,; es una base de subespacios de H, entonces:

1. SiT:H —H es un isomorfismo topologico entre espacios de Hilbert, entonces

{T (W), T -+, - T‘l}iel es base de subespacios para ﬁ, PUES
T_l (f) = Z’}/Z (T_lf) = f = ZT’)/@ (T_lf) )

y Tv, (T7'f) € T (W;). Ver Definicion 2.19.

2. Sily C I, entonces {Wi, 7, }icq, €5 base de subespacios de span (Uier, ;) , pues

si f € span (Uier,Ws), f =2 icr7i (f), pero sii ¢ Iy entonces v, (W;) = {0}
Vj € Iy, y entonces vy; = 0 en 3pan (Uier, W;) , de donde resulta f =3 ;. v; (f)-

8. La familia {W;},., es exacta, es decir,
H =W, ®span(U;,W;) Viel
(condicion (2) en el Teorema 2.7). Para ver esto, basta con notar que cada
[ €H se escribe como f=,(f)+ 3,27 (f). y que
Wi 0span (U W;) = {0}

ya que vily, = Id, y vily, =0 sii# j.

El siguiente teorema nos da una forma equivalente para determinar cuando una
familia es una base de subespacios.

Teorema 2.17. Sea {W;},.; una familia de subespacios cerrados de H. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. La familia {W;},., es base de subespacios.

2. La familia {W;},_, total y existe una familia de operadores {v;};c;, v - H — H

lineales tales que 7|y, = Id, 7|y, =0V i # j, y tal que si Sy (f) = SN v ()
(operador suma parcial) entonces existe C > 0 tal que |Sy|| < C V N.

Demostracién . (1 = 2) Esta implicacién es el contenido del Teorema 2.14 y su
Corolario.

(2= 1) Si f € span (U;W;) (sin clausura) y f = .M fi (fi € W;), para cada
N > M se tiene que

Sn (f) =ZSN<fi> =Zfi=f

(pues Sy (f;) = fi), y entonces Sy f — [V f € span (U;W,). Para f € H,dadoe > 0
existe g € span (U;W;) tal que ||f —g|| <e. Sig =31 6 (9 € W), y N > M,
entonces

|f=Snfll <Nf =gl +llg — Sngll + |Svg = Snfll < (1 +C)e
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(notar que el segundo término es 0), de donde resulta que Sy f — fV f € H. Esto
demuestra que cada f € H se puede escribir como f = ). f;, con f; € W;. Pero como
los operadores v, son acotados (||v,|| < 2C), esto implica que v, (f) = >, v, (fi) = f,
de donde resulta que la representacién es tunica. [ |

Si {W;},c; es una familia exacta, entonces las proyecciones ortogonales restringidas
PVi|Wi W, =V

resultan isomorfismo topolégico para todo i € I (ver Observacién 2.9), y por lo tanto
tienen inversa acotada, que denotaremos por @Q; : V; — W;. Ademads, se tiene que

por lo que los operadores definidos por v, = Q; Py, satisfacen

Py,

Vilw, = 1d, ’Yz“wj =0vVizy.
Aplicando esto al teorema anterior, obtenemos:

Corolario 2.18. Si {W;},.; es una familia exacta y Sy = SV 7; (donde; = Q Py,
son los operadores definidos en el pdrrafo anterior), entonces {W;},., es base de
subespacios si y solo si existe C' > 0 tal que ||Sy|| < C V N.

El corolario anterior tiene su andlogo vectorial, ver por ejemplo [Heill] Teorema
5.12.

A continuacién se desarrolla el concepto de base de subespacios equivalentes, que
para nosotros es particularmente importante porque lo usaremos, en analogia con el
caso vectorial, para introducir el concepto de base de Riesz de subespacios.

Definicién 2.19. Dadas {W;},.,; base de subespacios de H, y {/V[V/i}id base de
subespacios de H, diremos que son equivalentes si existe un isomorfismo topoldgico
T :H — H tal que W; =T (W;) Vi. Claramente es relacion de equivalencia.
Tenemos la siguiente caracterizacion de bases de subespacios equivalentes:
Teorema 2.20. Sea {W;}, ., una base de subespacios de H y {Wi}iel una base de

subespacios de H, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. {Witicr v {W} son bases de subespacios equivalentes.
iel

2. Existen T; : W; — /I/IZ isomorfismos topologicos tales que ¥ {fi},c; € [Lic; Wi
se tiene que

Zfl converge en H <= Zﬂ (fi) converge en H.

el el
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Demostracién . (1 = 2) Por definicién de base de subespacios equivalentes, te-
nemos 7" isomorfismo topolégico T' : ‘H — H tal que W; = T (W;). Definimos
T, = T|Wi , v claramente T; : W; — W; es isomorfismo topoldgico. Ademas, si Zie , fi

converge entonces
DT =) T(f)=T (Zfi)

iel iel i€l
y entonces la serie converge. Reciprocamente, si >_._, T; (f;) converge, aplicando T~!
vemos que » .., f; converge.

(2=1) Definimos T'f = > . T;y,f (bien definido pues f = >_,v,f i.e. la serie
converge). Asi, T es lineal y T (W;) = W, ( fio € Wiy = v, (fi) = 0iio fi, v entonces
T (fi,) =Ty (fi), v usar Ty : Wi — W; isomorfismo topoldgico). Veamos que T es

el

isomorfismo topolégico: T : H — H sobre pues {Wz} es base de subespacios y
iel

T; : W; — W, isomorfismo topoldgico (f =Y. fi, Wi > fi =T, (fi), entonces ) . f;

converge y T' (Y. fi) = f), vy T es inyectivo (T'(f) =T (h) sii >, Tiv,f = >, Tiv;h

siit Ty, f = Tiy;h, etc.).

Falta ver que T es continua: si Sy (f) = Y.~ | Ty, f, entonces

N
1SvIl <Y 1Tl <00 ¥ N,

i=1

y puesto que por definicién Sy (f) — T (f), tenemos que supy [|Sx (f)]| < oo ¥V f.
Usando el Principio de Acotacién Uniforme (Banach-Steinhaus) concluimos que
supy ||Sn|| = C < 00. Con eso, y teniendo en cuenta que ||T(f)|| < supy [|S8 (f)]]
resulta ||T']| < C.

Juntando todo tenemos que 7' es biyeccién lineal continua, es decir, isomorfismo
topologico. [

A continuacion desarrollamos el concepto de base dual de una base de subespacios:

Observacién 2.21. Si {W;,v;},c; es una base de subespacios, entonces para todo
1 € I se tiene
H =W, @ span (Ui W;) = Wi @ Vi

(ver el punto (3) en la Observacion 2.16). Ademds,
Vit =ker (v;) = Rang (7;) ",

y como Rang (;) es cerrado, podemos concluir que (Rang () también es cerrado y
entonces) Rang (vf) = V;. Tenemos el siguiente andlogo al caso vectorial:

Teorema 2.22. Con la notacion de la observacion anterior, {Vi,v;},c; es base de

subespacios de H, que se llama la base dual de {Wi,v;},c;-
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Demostracién . Vamos a usar el Teorema 2.17. Primero veamos que {Vj},_, es
total: si f L V; Vi, entonces

0= (f,7i9) = (vf,9) VgeH,

es decir, 7, (f) = 0 Vi, y entonces f = 0.

Por otro lado, tengo {7;},.; familia de operadores tales que

Vﬂvz =1Id

donde hemos usado W; L V; sii # j), v

Vil =0 si i #
(95 € Vj (fivigs) = (vif.9;) =0sii#jV f €M)

Finalmente, si Sy (f) = Zij\il'ﬁ (f) es el operador suma parcial, entonces
S5 (f) = N, i (f), luego se cumple que ||Sy|| = ||S%| < C segin el Teore-
ma 2.17 (por ser {W;,7,},.,; base de subespacios), y entonces el mismo teorema (en
la otra direccién) nos dice que {V;,7;},.; es base de subespacios de H. [

Observacion 2.23. En la demostracion anterior no se usa el Teorema 2.7, pero la
base dual de {W;,v;},c; es evactamente la tinica familia biortogonal cuya existencia
asequra dicho Teorema.

Observacion 2.24. La base de subespacios dual de la base de subespacios {V;,v+}
es nuevamente {W;,~,}

i€l
iel

Otro concepto importante en el estudio de las bases de subespacios (y en las
bases vectoriales) es el de base de subespacios incondicional. Nuevamente, para
nosotros es particularmente importante ya que las bases de Riesz de subespacios
seran precisamente las bases de subespacios incondicionales.

Definicién 2.25. Una base de subespacios {W;,,;},o; de H se dice incondicional
siy . v f converge incondicionalmente ¥V f € H. Es decir, las bases de subespacios
incondictonales son un subconjunto de las bases de subespacios.

Observacién 2.26. Si {W;,7,;},.; es base de subespacios incondicional, entonces

{{fi}i € HWi : Zfi converges} =

= {{fz}z € H W, : Z fi converge incondicionalmente} -

C P w;.
28

La igualdad viene de lo siguiente: si ), f; converge a h, entonces h =) . f; y entonces
fi =" (h), y sabemos que >, v,; (h) converge incondicionalmente. La inclusion es el
Lemma de Orlicz (ver Teorema 3.16 en [Heill]):
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Lema 2.27 (Orlicz). Sea {fi};c; € H una sucesion. Si ) .., fi converge incondicio-
nalmente, entonces ) ., 1 :|I* converge.

Observacién 2.28. Si {W;,v;},.; es base de subespacios incondicional de H y
T :H — H es un isomorfismo topoldgico, entonces {T (W;), T -~;- T~ '},; también
es base de subespacios incondicional de H.

Observaciéon 2.29. Las descomposiciones ortogonales de H son una caso particular
de base de subespacios incondicional, que llamaremos base ortogonal de subespacios.
Esto es: si {M;},.; es una familia de subespacios total y tal que

M; LM; Vij,

entonces

F=>Y Pulf) VfeH,

con convergencia incondicional (es decir, {M; , Py, },c; es base de subespacios in-
condicional), y se pone

i
H= EDieIMi
St {/T/L} es otra descomposicion ortogonal (de otro espacio de Hilbert ﬁ) tal que
el

M, es isomorfo a M; ¥V i, entonces resultan bases de subespacios equivalentes, ya
que en tal caso se pueden construir isomorfismos isométricos

(basta con llevar base ortonormal en base ortonormal), con lo cual tendriamos

Zfi converge <= ZTl(fZ) converge <= Z I£ill* converge,

iel iel iel

y aplicamos el Teorema 2.20

Como dos (sub)espacios de Hilbert son isomorfos si y solo si tienen el mismo
cardinal, resulta que (salvo reordenacion) dos descomposiciones ortogonales son
equivalentes (como base de subespacios) si tienen la misma cantidad de subespacios
del mismo cardinal. Finalmente, si {M;},.; es una base ortogonal de subespacios,
entonces es su propia base dual.

El siguiente teorema caracteriza con simpleza las bases de subespacios incondicio-
nales:

Teorema 2.30. Sea {W;,v;},c; una base de subespacios de H. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. {Wi,7i}ies es base de subespacios incondicional de H.
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2. Para toda permutacion w de I, {Wﬂ(i),%r(i)}ie[ es base de subespacios de H
(por permutacion de I se entiende una biyeccion w: I — 1 ).

Demostracién . (1= 2) Si f € H, entonces f =37, (f) = X2 Vr) (f) (si una
serie converge incondicionalmente, cualquier reordenacién converge a lo mismo), para
ver que {Wﬂ(i), ’Yﬁ(i)}ie ;€8 base de subespacios necesito ver que esa es la tnica forma

de escribir f. Pero si tuviera f =), ﬁr(i), entonces
Yatiy (F) = D V(i) <f7r(i)> =Y (fw(j)) = fx()

estoy usando la Observacion 2.13), lo que muestra que la representacion es tnica.
Y
(2 = 1) Hay que ver que para toda f € H la representacion f =), v, (f) con-

verge incondicionalmente. Si 7 es una permutacion de I, existe una unica § fr@) ¢ €
(]

[L Waa tal que f =3, ﬁr(i), pero (como en el punto anterior) v, (f) = ﬁr(j), lo
que demuestra que Y v, (f) converge. [

El teorema anterior nos permite probar el siguiente:

Teorema 2.31. Dada una base de subespacios {W;,~,} esta resulta incondicional

si y solo si su base dual {V;,7;},c; es incondicional.

i€l

Demostraciéon . Esto es consecuencia inmediata de los Teoremas 2.22 y 2.30, y
de la Observacién 2.24: {W;,v;},., es base de subespacios incondicional de H =
{Wﬂ(z‘» 92%0) } - base de subespacios para toda permutacion « de [ = {Vﬂ(i), fyjr(i)}

v iel
es base de subespacios para toda permutacion 7 de I = {V,7; },.; base de subespacios
incondicional. Para la otra implicacion, usar el la Observacién 2.24. [ |

Bases de Riesz de subespacios

Las descomposiciones de Riesz, estructuras que nosotros llamamos base de Riesz
de subespacios, fueron introducidas en [CK04] como un caso particular de marco de
fusion donde no hay redundancia. Se prueba en dicho trabajo que esto es equivalente
a que la familia de subespacios sea imagen por isomorfismo topoldgico de una
descomposicién ortogonal (esto serfa el equivalente para familias de subespacios de lo
que en [Heill] y en muchos trabajos mas se toma como definicién de base de Riesz
vectorial). Posteriormente, en [Sun06] y en un contexto més general, se prueba otra
condicién equivalente: una familia {W;},_; es una descomposicién de Riesz si es total
y satisface una desigualdad del tipo

o AP <D

1€l i€l

2
<BY AP Y (b e [

el i€l
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Nosotros partimos de la que nos parece la “copia natural” de la definicién vectorial
de base de Riesz: la imagen por un isomorfismo topolégico entre espacios de Hilbert
de una descomposicién ortogonal de subespacios (es decir, en principio no como
un caso particular de los marco de fusién), y completamos una caracterizacién de
familias de subespacios que son base de Riesz de subespacios, similar a la existente
para sucesiones de vectores (ver Teorema 1.9), en términos de bases de subespacios
incondicionales, en términos de producto interno, en términos de los “coeficientes’
utilizables, y por ultimo en término de sucesiones de Bessel exactas y familias
biortogonales. Ademas, mostramos que toda base de subespacios incondicional es
sucesion de Bessel de subespacios, al igual que en el caso vectorial.

Y

Definicién 2.32. Una familia {W;},., de subespacios (cerrados) de H es una base
de Riesz de subespacios de H si es una base de subespacios equivalente a una base
ortogonal de subespacios de H.

Teniendo en cuenta la Observacion 2.29, en la definicién anterior se puede usar
cualquier base ortogonal de subespacios de cualquier espacio de Hilbert. Es decir,
una familia {W;}, ., es base de Riesz de subespacios si existe una base ortogonal

—~

de subespacios {Mz} de un espacio de Hilbert H y un isomorfismo topoldgico
iel

T:ﬁ%%talqueW}zT(//qi) para todo i € I.
La primer consecuencia inmediata de esta definicion, es que la base dual de una
base de Riesz de subespacios es también una base de Riesz de subespacios:

Teorema 2.33. Si {W;},.; es base de Riesz de subespacios, entonces la base dual
{Vi}ier (que es la tinica familia biortogonal, ver Observacion 2.23 ) también es base
de Riesz de subespacios..

1
Demostracion . Esto resulta de la Observacién 2.21 y el Teorema 2.22. Si H =@
M;, T : H — H es isomorfismo topolégico, y W; =T (M;) entonces {W;,v,},c; es
base de Riesz de subespacios, con v; = T - Py, - T'. Por lo tanto la base dual es

V; = Rang (7}) = Rang ((T™")" - Pm, - T*) = (T7")" (M),

es decir, {V;},; es base de Riesz de subespacios (estamos usando que 7 es isomor-
fismo topoldgico, y por lo tanto, también lo es (T71)"). [

Para el estudio de las bases de Riesz de subespacios es importante el concepto
de sucesion de Bessel de subespacios, concepto que fuera introducido en [CK04].
Nosotros damos a continuacién una definicién equivalente, para seguir “el camino
vectorial”; en la seccién de marcos de fusién retomaremos el tema.

Definicién 2.34. Una familia de subespacios {W;},.; es una sucesion de Bessel de
subespacios si

S IPw (NP <00 YV [fEH.

el
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Observacién 2.35. Si {W;},.; es sucesion de Bessel de subespacios, entonces existe
una constante B > 0 (que llamaremos la constante de la sucesion de Bessel) tal que

D IPw (DIF < BIFI

el

Esto resulta de considerar los siguientes operadores:

TN:H%Z@WZ‘, TN(f):{PWi(f)}iN:u

T:’H—)ZG?V[/@; T(f):{PWi(f)}iGI'

Cada Ty es lineal, con || Ty (f)|| < VN || f|l, y como

N 1/2
sup |7y (f)]| = sup (Z | Py, (f)!|2> <oV feH,
i=1

Banach-Steinhaus dice que el operador T' es acotado, y entonces

ST B, (NP = 1T (O < ITIP A1

i€l
El siguiente lema se puede encontrar en [CK04]

Lema 2.36. Si {W;},., es sucesion de Bessel de subespacios con constante 3 es la
constante, y { fit;c; € D P,c; Wi, entonces Y., fi converge incondicionalmente, y

> ki

i€l

Demostracién . Si Iy C I es un conjunto finito, y g € H, entonces

1/2 1/2
< S IAIIPk(9)] < (anin?) (ZHPW@.(g)HQ) <
1/2
< ﬂ(ZHﬁHQ) gl -

Eso implica que

> ki

i€lp

<V (Z HﬁHz) N < VB (Z |!sz2> 1/2,

i€lp el
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y puesto que la serie ) ., || fil|” converge incondicionalmente, podemos concluir que
> ics Ji converge incondicionalmente, y

> ok

el

< VBI[{Fied .

A continuacién mostraremos que las bases de Riesz de subespacios admiten
una caracterizaciéon similar a las de sus homdénimas vectoriales, como la dada por el
Teorema 1.9. Para poder enunciar adecuadamente la ultima equivalencia, necesitamos
tener presente el siguiente hecho: en el caso vectorial, una sucesion de Bessel { f;},; €
‘H para la cual existe una unica familia biortogonal que es sucesién de Bessel, es base
de Riesz. En el caso de familias de subespacios {W;},_;, la existencia de una tnica
familia biortogonal es equivalente a pedir que

Py,

sea isomorfismo topoldgico para todo i, donde

V; = span (U; ;)

es la tinica familia biortogonal para {W;},., (Teorema 2.7 y comentarios previos, y
Observacién 2.9). Con esto presente, enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 2.37. Sea {W;}, ., una familia de subespacios cerrados de H. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. {Wi},c; es base de Riesz de subespacios

2. {Wi},e; es total (sin subespacios triviales), y existen constantes o, 3 > 0 tales
que para cada Iy C I finito se tiene que

o AP <D

i€lp i€lp

2
<BY AP Y Al €[] Ws

i€lp iel

8. {Wi},e; es base de subespacios y para toda {f;}; € [.c; Wi, se tiene que

el

Zfz converge <= Z Ifill* converge.

iel iel
4. {Wi},e; es base de subespacios incondicional.

5. Eziste un producto interno (- | -) en H equivalente (al producto original) y tal
que {W;},c; es base ortogonal de subespacios de H con dicho producto interno.
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6. {Wi}ic; es sucesion de Bessel de subespacios, tiene una unica sucesion biortogo-
nal de subespacios {Vi},c; que también es sucesion de Bessel de subespacios, y
existe ¢ > 0 tal que (los isomorfismos topoldgicos) Py,|y, : Wi — Vi satisfacen

| Pv;

W, (fz)” >cl|lfill VfieW; y Viel (2.8)
(los operadores Py,|y, son uniformemente acotados por abajo).

En cualquier caso, cada f € H se puede poner de forma tinica como f =Y., fi,
({fi}icr € 2P, Wi), donde la serie converge incondicionalmente.

Demostracién . (1 = 2) Que {W;},_; es total es inmediato por ser base de subespa-

L
cios. La hipétesis implica la existencia de una familia {M,},.; tal que H = @, ., M,
y un isomorfismo topolégico T' : H — H tal que W; = T (M;) para todo i € I.
Tomemos Iy C I finito y {fi};c; € [lic; Wi, v denotemos f = >, fi, entonces

T7H(f) =Y, T (i) ¥
[Tl =T (sl
Puesto que

171 ()l —
. <M <ITT @)

elevando al cuadrado y sumando (y usando la igualdad anterior) queda

T—l
”HTSH < SRR < ITR T )

i€lp

de donde se deduce (de la forma habitual) que

I£11”

e < 2 AP < ITE T AP,

i€lp

Es decir,

2
< TP TS NR

i€lp

S ok

i€lp

T o Ml <

i€lp

(2 = 1) La segunda desigualdad de (2) implica que ) .. fi converge incondicio-
nalmente si {f;},c; € > @,c; Wi (porque >, || il converge incondicionalmente),
y la primera dice que tal serie converge solo si { fi},c; € > @,c; Wi. Eso implica que
el operador

Z@WZ%’H, {fz ZEI Zfz

el il

esta bien definido, es lineal, acotado y acotado por abajo. Esto ultimo implica que T’
es inyectivo y su rango es cerrado, y teniendo en cuenta que dicho rango contiene
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a span (U;W;) que es denso (por ser total la familia {W;},.,), se concluye que 7" es
isomorfismo topolégico. Para terminar, llamar

H=2"@We v Mi=1710%) = {55, f € Wi

(la “copia” de W; en ) €D, W;), entonces {MZ} es base ortogonal de subespacios,
iel

(1 = 4) Esto es inmediato de la Observacién 2.28 y la Observacién 2.29.

(4 = 3) Denotemos por {7,},., las funciones coordenadas de (la base de subespa-
cios incondicional) {W;},.,. Por el Teorema 2.31 sabemos que la base dual {V;, v},
es base de subespacios incondicional (donde V; =~} (W;)), vy Vi L W, para todo
i # .

Tomemos f € H. Poniendo f = 3,75 (f), resulta Py, (f) = Pw, (7 (f)) para
todo 7 € I, y entonces

1w, (DIl < |

Puesto que Y. vi (f) converge incondicionalmente, el Lema de Orlicz implica que
S v ()P converge, y entonces S, || P, (f)||° converge. Es decir, hemos demos-
trado que {W;},.; es sucesién de Bessel de subespacios (Definicién 2.34). Usando el
Lema 2.36, concluimos que

{fi}; € Z@Wl = Zfi converge.

el para todo j € 1.

La implicacién “) . f; converge = {f;}, € > @, W,” esta en la Observacién 2.26.
Juntando todo, queda: si {W;}, ., es base de subespacios incondicional, entonces
{Wi}.c; es base de subespacios y

Z fi converge < Z I £i]I> converge.

el i€l

(3= 1) Llamemos H = 3 @,., Wi, y denotemos por W; la copia isomorfa W;
en H (de forma tal que {W@}ia es base ortogonal de subespacios de ﬁ) Para cada
j € I definamos .

Ty Wy = W, T (f3) =06 fi}ies

el operador “inclusién”. Entonces, ), T; (f;) converge en H si y solo si ), || fz-||2
2
= ZZJZN ||fz||2) Usando la hipdtesis, resulta que

H

converge (porque HZf\iN T; (fi)

ZTi (f;) converge <— Z fi converge,

iel

y entonces el Teorema 2.20 implica que {W;},.; v {I//Ivfl} son base de subespacios
iel

equivalentes, es decir, {W;},., es base de Riesz de subespacios.
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(2 = 5) En la demostracién de (2 = 1), vimos que si H = 3 B, Wiy

T:ﬁ%%, {fz 1€[ Zfla

el

entonces 1" es isomorfismo topolégico. Para f, g € H, definamos

(f | 9) = <T_1fa T_19>g;

f:Zfi y gzzgi

i€l el

es decir, si

(elementos genéricos de H) entonces

(f1g) = Z (fis 9i)

el

1= 1A,

el

La norma inducida es

y puesto que (2) implica que

2
a) AP <> f

il i€l

2
SﬁZHsz v {fi}ieI€Z®Wiv
iel el
resulta equivalente a la norma original en 4. Finalmente, con la notacién utilizada
en la demostracion de (2 = 1) tenemos que

(Wi | W) = (T~ (W; Wi)z = Mi My ={0} Vi#j.

(5 = 1) Si denotamos
WA= CF 1 F)

la norma inducida por el producto interno (- | -) en #, entonces la hipétesis dice que
la funcién identidad

Id: (H,(-|9) = (H, ()

es biyeccién continua, y entonces isomorfismo topolégico. Puesto que {W;},.; es
base ortogonal de subespacios de (H, (- | -)), resulta base de Riesz de subespacios de
(Hv <'7 >)

(1 = 6) Puesto que {W;},., es base de Riesz de subespacios, el Teorema 2.33
nos dice que tiene tnica familia biortogonal {V;},.; que también es base de Riesz de
subespacios. Veamos que ambas son sucesiones de Bessel de subespacios: tomemos
{9i}ier € I1;e; Wi una familia con finitas coordenadas no nulas, y f € H Entonces,
usando (2) (cuya equivalencia con (1) ya estd probada), vemos que

Z<PW1f gz <f Zgz>

i€l

1/2
< BIfl (ZHgiII?) ;

i€l

< £l <

‘<{PWif Vier 7{gi}iel>’

Zgi

i€l

N
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tomando el supremo sobre todas las familias con finitas coordenadas no nulas y de
norma uno, concluimos que

{Pw. ficr|| < BISI

es decir, {W;},.; es una sucesién de Bessel de subespacios. Un razonamiento andlogo
muestra que lo mismo vale para la familia {V;}
Resta probar que las proyecciones

el

Py,

(sobre las cuales ya se hizo notar que son isomorfismos topoldgicos) satisfacen la cota
inferior uniforme (2.8). Denotemos por {v;},.; las funciones coordenadas de la base
de subespacios {W;},.;, y para cada i € I sea Q); : V; — W; el operador inverso de
Py.|y, in V;, entonces

v, =Qi Py, paratodoi el

(pues Vi L Wy sii # f, y entonces f = X,7%,(f) = Pu(f) = Py (n(f) =
Qi (Py,(f)) = v,(f)). En particular, @Q; = v, en V; y puesto que

1Qill = sup [|Qi(g:)ll = sup [[v;(g)ll < [l
9;€V; g;€V;
llgill=1 llg:ll=1

existe C' > 0 (por el Corolario 2.15) tal que
Qi <C Viel.

Finalmente, si f; € W, entonces f; = Q; Py, fi y

1Al < NQill I[Py fill < C Il Py, fill

de donde resulta (2.8) con ¢ =1/C.
(6 = 4) Denotemos, por Q; : V; — W; el operador inverso de PV@"Wi para cada
iel. Sig; €V, usando (2.8) vemos que

cllQi(an)ll < || Py,

i, Q)| = llg:]

y entonces

1Qil| <1/e Viel.

Definamos v; = Q; - Py;, entonces para todo i € I se tiene que |y, = Id, ’yile =0
si i # j (por ser familias biortogonales), y si denotamos

Sn(f) = Z%‘(f),
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entonces para f, g € ‘H tenemos que

N

< Z [{QiPv;(f), Pw:(9))] < Z%IIPVi(f)II 12w ()l <

1/2

N 1/2 , N
%(ZIIPVZ-(J‘)HZ) (ZIIPWZ-(Q)HZ) < fIHgll,

donde C' es una constante (que unifica las constantes de {W;},.; v {Vi},c; como
sucesiones de Bessel de subespacios, y la constante 1/c¢). Eso implica que

IN

ISv]] < C  paratodo N € N,

y entonces el Teorema 2.17 implica que {W;}, ., es base de subespacios. Pero la
misma demostracién nos permite inferir que {Wﬂ(i), vﬂ(i)}ie ;s base de subespacios
para cualquier permutacién 7 de I (notar que la hipétesis en (6) no tiene en cuenta el
orden en 1), y entonces el Teorema 2.30 implica que {W;},.; es base de subespacios

incondicional. [ |

En el Ejemplo 2.58, més adelante, se muestra que la condicién (2.8) en el Teorema
2.37 es esencial, en el sentido de que existen sucesiones de Bessel de subespacios que
tienen unica biortogonal que también es sucesion de Bessel de subespacios, pero que
no son base de Riesz de subespacios.

En el curso de la demostracion de (4 = 3) en el teorema anterior, queda probado
el siguiente resultado:

Proposicién 2.38. Si {W;}..; es base de subespacios incondicional, entonces es
sucesion de Bessel de subespacios.

La siguiente observacion es clave para el estudio de las bases de Riesz de subes-
pacios invariantes por traslaciones enteras, tema a tratar en el préximo capitulo:

Observacién 2.39.

1. Para verificar que una familia total {W;},_, es base de Riesz de subespacios,
basta con chequear la condicion (2) del Teorema 2.37 en un subconjunto denso
D C> P, W,. Explicitamente, basta con chequear que:

(2") existen constantes a, 5 > 0 tales que para cada Iy C I finito se tiene que

ad AP <D f

i€lp i€lp

2
<BY AP Y {fi}ie €D

i€lp

donde D es un subconjunto denso en > €. ., Wi,

el
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ya que esta implica dicha condicion (hay que tener cuidado al leer esto: dada
una familia {f;},c; € D, la misma debe satisfacer la desigualdad para todo
Iy finito). Para verlo, tomemos { fi} € [[,c; Wi, y Io € I un conjunto finito.

Puesto que {fixlo(i)}ig € > P, W,, existe una sucesion {{f{}l}il C D tal

que
=R

j—o0

Esto implica, en particular, que
j—oo

Finalmente, teniendo en cuenta que

oA <>

i€lp i€lp

<8y |IFI

i€l

y tomando lim;_,, (y usando que las sumas son finitas y la continuidad de la
norma) concluimos que

ay Ifil* <

i€lp

< 52 1]l

i€lp

> ki

i€lp

2. Usando el punto anterior podemos ver que, mds aun, basta con chequear que

@Z I1£il” < Zfi

siD CY B, W; es un denso tal que:

2
<YMV {fidier €D

a) cada {f;};c; € D tiene una cantidad finita de componentes distinta de
cero, y

b) {fitic; €D = {fiXIO(i)}ie] € D para todo Iy C I finito (es decir, si una
familia estd en D entonces cualquier familia que se obtiene cambiando
coordenadas por ceros estd en D).

Una forma de construir un conjunto D que tenga esas dos propiedades y que
ademas sea contable es asi: tomar D; C W; denso contable, y tal que 0 € D; y

definir

D = {{fl}zel € HDZ» . sdlo finitas f;’s son distintas de cem} ,

el

que es contable pues es exactamente | -, (I1i-; D;).
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Mads atun, si € C H es un denso contable tal que 0 € &, se puede tomar
D; = Pw, (£), resultando

D = {{fi}ie[ € HDi . solo finitas f;’s son distintas de cem}
el
= {Pn(fitics s {fiticr €7}
donde F = {{fz}zel tq: f; € EV i y solo finitasf;’s son distintas de cem}. Usan-

do esto ultimo concluimos que la condicion en el punto (2) del teorema anterior
se puede reemplazar con

QZHPM fl ZPWZ fz

<BY NPw (1P Y {fikes € F.

Un par de observaciones mas acerca de las bases de Riesz de subespacios:

Observacién 2.40. Si {W;,7,;},c; es una base de Riesz de subespacios, entonces:

1. Para cada Iy C I, la familia {W;},.; es base de Riesz de subespacios de
span (Uicr,W;) (esto es, una subfamilia de una base de Riesz de subespacios
es base de Riesz de subespacios del espacio que genera). Esto es inmediato del
punto (2) del Teorema 2.57.

2. SiT:H—H esun zsomorﬁsmo topolégico, entonces {T (W)}, es base de
Riesz de subespacios de H.

Las bases de Riesz de subespacios se pueden caracterizar por medio de bases de
Riesz, o dicho de otra forma, permiten tener un criterio bajo el cual, juntando bases
de Riesz de diferentes subespacios, obtenemos una base de Riesz del espacio que
generan:

Teorema 2.41 (Caracterizacion Mediante Bases). Sea {W;},_; una familia de subes-
pacios (cerrados) de H, y para cada i € I, sea {e;;},; una base de Riesz para W;.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. {Wi},c; es base de Riesz de subespacios, y existen constantes a y 3 tales que
para cada 1 € 1, {eij}jel es base de Riesz para W; con constantes o y [3.

2. {eij}icrjes, €S base de Riesz para H.

Demostracién . (1 = 2) Como {W; }161 es total, es evidente que {e;;}, /., es
completo. Tomemos {cm} - una sucesion con finitos términos no nulos. Si f; =
Z c;ij€ij, entonces Vi € [ vale

2 2 2
o} E lci; | < ||fil " < B E |cij
j j
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y entonces
a D lel < JUAIP <8I D leyl’
i i i g

Pero ademds, como {W;},.; es base de Riesz de subespacios, existen constantes x y
A tales que

R YIAIE < SO A| <A IR

de donde resulta (usando la definicién de f;)
2
aK Z Z lei;|” < Z Z cijei|| < BA Z Z [
(N J (]

i
(2 = 1) Por definicién de base de Riesz, existe una base ortonormal {€;;}, ;¢ ;
de H y un isomorfismo topoldégico T': H — H tal que T (€;;) = e;;. Llamemos

M,; = span ({é’ij }jej) , entonces

1
H=DieM: v Wi=T M),

es decir, {W;},.; es base de Riesz de subespacios. Ademéds

Z C;ij€ij T (Z Cijgij)
J J

de donde resulta
2
2 ~ 2 2
<IN eessl| = IT1PD leysl
J J

2 2 2

?

Z cij T (€)

2

E cl-jeij
J

2 2

1 N 1 )
S O B i
J

J

E cijeij

J

es decir, tengo constantes uniformes para las bases de Riesz {eij}je ;. de W (esto,
ademads, es inmediato si notamos que las bases de Riesz de cada W; son subbases de
la base de Riesz para H). |

Corolario 2.42. Si {W;},.; es una familia de subespacios y {ei;} ;. es base orto-
normal para W;, entonces las siguientes afirmaciones resultan equivalentes:

1. {Wi},e; es base de Riesz de subespacios.

2. {eij}icrjes, €s base de Riesz para H.
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Observacién 2.43. Si {W;},.; es base de Riesz de subespacios, su dual biortogonal
se puede construir a partir de bases vectoriales: para cada i € I, sea {eij}jeJ una
base ortonormal para W;, entonces el Teorema 2.41 implica que {e,-j}je,i,ie] es base
de Riesz para H, y entonces tiene (una tunica) base de Riesz biortogonal {€s}
Definiendo

seJi,tel”

Ve = 5pam ({€thies,)
tenemos que W; L V para todo i # s, y si

Wi9f22<faeij>eij

entonces

<f7 %) = Z <fa 6ij> <6ij7’éit> = <fa 6it> )

J

de donde podemos concluir que f L 'V; siy solo si f =0. Es decir, {V;},.,; es familia
biortogonal por definicion, y entonces la Observacion 2.23 (junto con el Teorema
2.33) nos dice que debe ser la base de Riesz dual de {W;}

i€l

Marcos de fusion

Los marcos de fusién fueron introducidos en [CK04] como “marcos de subespacios”,
pero posteriormente en [CKS08] se cambié su nombre a marcos de fusion. Cabe
destacar que en el trabajo original, se formula la definicién utilizando “pesos”, los
cuales hemos omitido, solamente a fines de obtener una notacién mas clara. Los
resultados incluidos se pueden generalizar con facilidad al caso con pesos.

En esta seccién incluiremos las definiciones y resultados necesarios para el desarro-
llo de la tesis, como algunas correcciones a demostraciones o enunciados erréneos del
trabajo original. Los resultados cuya demostracion no incluimos pueden encontrarse
en [CKO04]. Presentamos ademds una caracterizacion de marco de fusién que es base
de Riesz de subespacios por medio del marco de fusién dual, andloga a la condicion
vectorial que aparece en el apartado (11) del Teorema 1.12. Se explora también la
“minimalidad de los coeficientes”, logrando una mejora del resultado que aparece en
[CKS08].

Otro concepto estudiado es el de refinamiento. que hemos encarado con el mismo
criterio que en [RS08], donde se entiende por refinamiento a la eliminacién de espacios
de la familia original y/o la eliminacién de parte de algunos subespacios. Exponemos
un criterio que permite detectar la parte “indispensable” de cada subespacio (que
resulta suma directa con la clausura del espacio generado por el resto), y otra
parte que, bajo ciertas condiciones, se puede desechar. Proveemos ademas de dos
ejemplos que muestran que el procedimiento funciona de manera no trivial tanto
para eliminar subespacios completos de un marco de fusién, como para detectar una
parte indispensable y otra que se puede eliminar.
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Definicién 2.44. Una familia {W;},., de subespacios cerrados en un espacio de
Hilbert H se llama un marco de fusion si existen constantes positivas o y 3 tales que

a |l FIP <D 1Pw (D17 < BILIP (2.9)
i€l

para toda f € H. St o= [, lo llamaremos un marco de fusion ajustado.
Notar que si solo se cumple la desigualdad superior la familia es una sucesion de
Bessel de subespacios (Definicion 2.54).

Observacién 2.45. La definicion anterior implica que la familia {W;},., es total.

El primer resultado consiste en la caracterizacion de los marcos de fusion por
medio de marcos (vectoriales):

Teorema 2.46 (Caracterizacién mediante marcos). Si para cada i € I, {fi;},; es

1
un marco para W; con constantes v, 8 (la misma constante para todo i € I), entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. {fij}iejjeji es un marco para H.

2. {Wi},c; es un marco de fusion de H.

A continuacién, definimos los operadores clasicos, similares a los que se utilizan
en el caso vectorial.

Definicién 2.47. Si {W;},.; es una familia de subespacios (cerrados) de un espacio
de Hilbert H, definimos (formalmente):

1. Cw:H =2 @Dc; Wi, Cw (f) = {Pw, (f)},, es el operador andlisis del marco
de fusion.

2. Ry : Y @,e; Wi = H, Rw ({fi};) = D_ic1 fis es el operador sintesis del marco
de fusion.

8. Sw:H—=H, Sw(f) =2 Pw, (f), es el operador del marco de fusion.

En este punto la definicién es solo formal, en el sentido de que no se puede (sin
saber nada sobre la familia {IW;}, ;) asegurar que estdn bien definidos (menos atin
que sean acotados), ni que la imagen esté en el espacio especificado. Sin embargo
veremos a continuacién que caracterizan completamente los marcos de fusién.

Teorema 2.48. Sea {W;},., una familia de subespacios (cerrados), entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador Cy esta bien definido, es lineal y acotado.

2. El operador Ry estd bien definido, es lineal y acotado.
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8. La familia {W;},., es sucesion de Bessel de subespacios.

En cualquier caso se tiene que Cy;, = Ry, y (st vale cualquiera de las anteriores)
resultan equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. El operador Cy es acotado por abajo.
2. El operador Cyy, es sobre.
8. La familia {W;},.; es marco de fusion.

(mds adelante (Teorema 2.59) agregaremos la equivalencia entre las siguientes
afirmaciones: Cy es sobre; Ry es acotado por abajo; {W;}, ., es base de Riesz de
subespacios).

Para el estudio de los marcos de fusion en espacios invariantes por traslaciones
enteras, la siguiente observacién es fundamental:

Observacién 2.49. Para verificar que una familia {W;},., de subespacios cerrados
es un marco de fusion, basta con verificar la condicion (2.9) en un subconjunto denso
de H. Esto se ve de la siguiente manera: si D es un subconjunto denso de H tal que
la condicion (2.9) vale para toda f € D, y

D> f; — f,

Jj—00
entonces para todo subconjunto finito Iy C I se tiene que
2 2
D 1Pw (DI < BIAIE,
i€lp
y entonces, tomando lim;_,., y usando que la suma es finita, vemos que
2 2
> NPw, (DIP < BIFI7,
i€lp
lo cual automdaticamente implica que
2 2
D Pw (NIF < B
i€l

Esto, a su vez, implica que el operador andlisis Cy, esta bien definido, es lineal
acotado, y (asumiendo la condicion (2.9) en D) acotado por abajo en D, lo cual
implica que Cy es acotado por abajo.

Un marco de fusién también puede caracterizarse por medio de su operador de
marco:

Teorema 2.50. Sea {W;},.; una familia de subespacios (cerrados), entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. La familia {W;},.,; es un marco de fusion con constantes o y f3.

2. El operador Sw (f) = _.c; Pw, (f) esta bien definido en H, es lineal acotado,
y satisface

alf, ) <(Swf. f) <B(f,f)  paratoda f € H.

En tal caso, Sy = Cy,,Cw, y en particular tenemos equivalencia entre las siguien-
tes afirmaciones:

1. {Wi},e; es marco de fusion ajustado con constante a.

2.5 =ald.

De manera similar al caso vectorial, el operador de marco de fusién permite
recuperar un elemento “analizado”:

Teorema 2.51. Si {W;},.; es un marco de fusion con constantes o y 3, entonces
Sw es un operador autoadjunto definido positivo e invertible, con

alf, ) < (Swi. f) <B{f, ) para toda f € H.

Ademds, para cada f € H se tiene

F=) S Pwf=> Pw.Sy'f,

i€l il

donde ambas series convergen incondicionalmente (Notar, sin embargo, que
{PWiS‘X/lf}ig €Y @P..; Wi, mientras que {S‘;}Pwif}ie[ €YD, St (W)

El teorema anterior sugiere el camino para definir un marco de fusién dual.
El siguiente resultado aparece en el trabajo original, pero con una falencia en su
demostracion. Ofrecemos una demostracion alternativa:

Teorema 2.52. Sea {W;},., un marco de fusion y T : H — H un isomorfismo

topoldgico. Entonces la familia {T (W;)},.; es un marco de fusion para H (esto es,
la condicion de ser marco de fusion se preserva por isomorfismo topoldgico). En
particular, {SQ} (I%)} es un marco de fusion que se denomina el marco de fusion
dual.

el

Demostracién . Para cada ¢ € I, tomemos una base ortonormal {eij}je ;. para W;.
1
Entonces, el Teorema 2.46 implica que {e;;},. [ jes, €8 un marco para H, y entonces

{T (eij)}icr jes, es un marco para H (ya que la condicién de marco vectorial se preserva
por isomorfismo topoldgico). Ademads, para cada i € I tenemos que {Te;; }j cJ, €8 base

de Riesz de T (W;) con constantes (uniformes) |77 ">y || T||* (de nuevo, porque esta
condicién ser preserva por isomorfismo topol6gico), en particular, resultan marcos
para T'(W;) con las mismas constantes uniformes. Aplicando nuevamente el Teorema
2.46 (pero ahora en la otra direccién) concluimos que {7 (W;)},.; es un marco de

fusién de H. [ |
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En [Gav06] también se hace notar el error en el trabajo original, y se da una
demostracién directa (sin apelar al uso de bases), que se basa en el proximo lema.
Incluimos tal lema, con una demostracién mas directa que con la que aparecen en
dicho trabajo, y para futuro uso:

Lema 2.53. Sea T : H — H un operador lineal acotado, y V' un subespacio cerrado

de H, entonces
by T :PV-T*-PW

Demostracion . La igualdad T - Py = PT(V) T - Py es inmediata, y el resultado
sigue de tomar adjunto en ambos miembros. |

Corolario 2.54. Sea T : H — H un isomorfismo topologico y V' un subespacio
cerrado de ‘H, entonces:

1. Py -T* = Py -T" - Pryy.
2. Prayy - (T*) ™" = Pryy - (T) ™"+ Py
Demostracién . Para ver (1) aplicar el lema anterior y usar que 7' (V') es cerrado.

Para (2), aplicar el primero al operador T~ y el subespacio T (V) (que en nuestras
hipétesis es cerrado), y usar que (T-1)" = (T%)". |

Corolario 2.55. En las condiciones del corolario anterior,

|12 (T ]

i S e W < (@) H[IIPy (T*£)Il - para toda f € H.

Demostracién . La primer desigualdad es inmediata de (1); para la segunda, aplicar
(2) aT*f. [ |

Usando este tltimo corolario se puede dar una demostracion directa del Teorema
2.52:

Demostracién (del Teorema 2.52) . Puesto que {W;},.; es un marco de fusion,
existen constantes o y [ tales que

2 2 2
allfIF <D 18w (NIF < B
iel
y el corolario anterior me dice que

WSHPT D<@~ 1P (T DI

de donde resulta

SUBCOE 5y (< 5 1o

el el el
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que combinada con la primera dice

Q * 2 * *
— T FIP <D I1Prw, (DI < |(T7)” || BT fI.
(A el
Usando que
T H2 LA < I £ < 17012 1)1
se termina la demostra(non. [ |

A continuacion sentaremos las bases para establecer, bajo que condiciones, un
marco de fusion es una base de Riesz de subespacios. Nuestra meta es una version
para subespacios del Teorema 1.12. En primer lugar incluimos un resultado elemental
para mostrar un caso donde la teoria de marcos de fusién difiere de su andlogo
vectorial: en el caso vectorial, el operador de marco puede ser la identidad sin que el
marco sea una base ortonormal. Para marcos de fusién, vale el siguiente:

Proposicién 2.56. Sea {W;},_; una familia de subespacios (cerrados). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

L
1. H= ®iEIWi'
2. [ =731 Pw, (f) para toda f € H.
3P = Yier 1P, (£ para toda f € H.

(es decir, un marco de fusion ajustado con constante 1 es necesariamente una
descomposicion ortogonal de H ).

Demostracién . (1 = 2) y (2 = 3) son inmediatas. Para (3 = 1) primero notar
que (3) implica que la familia {W;},_, es total. Ademds, V j € I se tiene que

1w, £ = DB P (DI = 1w, (DIF + D 1B, P (D

el i#]j
de donde Py, - Py, =0V j # 1. [ |

Veamos ahora que toda base de Riesz de subespacios es un marco de fusién. Esta
afirmacién resulta trivial en el trabajo original [CK04], ya que en él las bases de
Riesz de subespacios se definen como un caso particular de los marcos de fusion.
Damos dos demostraciones: una por medio de bases, y otra directa.

Teorema 2.57. Si {W;},., es una base de Riesz de subespacios, entonces es un
marco de fusion.

Demostracion . Para cada ¢ € I, sea {eij}jeji una base ortonormal para W;,
entonces el Corolario 2.42 implica que {e;;},; e, €8 base de Riesz para H, y entonces
(apelando al Teorema 2.46), {W;},.; es marco de fusién. |
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Usando el Corolario 2.55, podemos hacer una demostracién directa, sin apelar a
bases:

Demostracion . Por definicion de base de Riesz de subespacios, existe una familia
de subespacios (cerrados) {M;},.; v un isomorfismo topoldgico 7' : H — H tal que
1
H=EPM,; y W,=T(M;) paratodoie€ I.

Entonces, para cada f € H se tiene | T*f|* = 32 | Py, (T*H)|I°, v

Ty S I OIS I

Ademas, el Corolario 2.55 implica que

[Pa (T )]
17+l

elevando al cuadrado y sumando, obtenemos

s -
T s = I e e C

< 1Pw, (A < 1T Pan, (TN 5

El resultado anterior nos permite presentar el siguiente ejemplo, donde se muestra
que la condicién (2.8) en el Teorema 2.37 es esencial, en el sentido de que existen
sucesiones de Bessel de subespacios que tienen tinica familia biortogonal que también
es sucesion de Bessel de subespacios, pero que no son base de Riesz de subespacios.
Veremos esto construyendo una sucesién {W; };’;1 que tiene tnica familia biortogonal
pero que no es marco de fusién (y por ende, no es base de Riesz de subespacios):

Ejemplo 2.58. Sea {ej};.’il una base ortonormal para un espacio de Hilbert H, y
definamos las siquientes sucesiones y subespacios (j € N):

— 1 _
{ faj-1 = €25+ 762j-1 { 92j-1 = J€25-1
)

. , W; = span = span
foj = es; G2j = €25 — J€2j-1 pan (). pan (9;) -

Entonces:

1. Las sucesiones {fj} Y {gj}] | son ambas totales, y (f;, gi) = 0;; ¥V i,j. Eso
implica que ambas son minimales, y para todo j se tiene que

H=W,e5pamn({fi:i+}) =V, @span({g:i #5}). (2.10)

(la suma es densa en H, y cerrada ya que dim (W;) = dim (V;) = 1, ver los
comentarios siguientes al Teorema 2.7).

2. La sucesion { f;};2, es sucesion de Bessel con 1 < || f;|| < 2; en cambio, {g;}72,
no es sucesion de Bessel (no es acotada por arriba,).
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2

IN

3. {Wj}]o.il es sucesion de Bessel de subespacios, ya que si f € H entonces
2
2 i 1
||PW2j—1(f)H = ‘<fa €2j+;€2j—1>

2
1
) < ‘<f7 €2 + —.62j—1>
Jo+1 J

< (foean) P+ 20(f, e25) (freaj1)| + [(f, ea5-1) 7,

Yy ||PW2]-(f)H2 = |(f,e2;)*, y entonces (usando la desigualdad de Schwartz)

Z 1Pw, (£ < Z|<f762j—1>!2 +2Z|<f’€2j> (f,e25-1)| +QZ [(f, e <

IA

1/2 1/2
2|1 f1° +2 (Z (f, 6zj>\2> (Z (f, €2j1>!2> <4 f|*.

J
4. {Wj};il no es marco de fusion:

1
JEEN

HPW2j71(e2k*1)||2 = 5jk HPW?j (62]9*1)”2 = 0’

Yy entonces
1

2
Z [P, (ear—)||” = 241 oo 0
J
Una cuenta andloga muestra que {V]};il tampoco es marco de fusion.

5. {V;};2, es familia 'bz'ortogonal para {W;}2,: Vi LWj parai # j, y Vi L W,
(pues {(g;, f;) = 1 Vi).

0. {V}};il es sucesion de Bessel de subespacios, ya que

1
1Pvs, (£ = = (f,deai)* = [(f, ez-1)I

1
H2 = 1 +]2 ‘(fa €2; —j€2j71>’2 <
< | Frea) [P 4 [(fr ea) (freap-i)] + [(fr ea5-n)]

(hemos usado que 25 < 1+ j2), y entonces

>R OIF <3117

||PV2j(f>

Esto muestra que {I/V]}jil es sucesion de Bessel de subespacios, para la cual

) Lo 7. . .,
{V}}j:l es la unica familia biortogonal (por (2.10), ver Teorema 2.7 ) que también
es sucesion de Bessel de subespacios, y sin embargo {VV]};; no es base de Riesz de
subespacios, sencillamente porque ni siquiera es un marco de fusion. Si observamos
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como actian los operadores Py, }W_ en un vector unitario, vemos que no se cumple la
J

condicion (2.8), es decir, no son uniformemente acotados por abajo:

oo G -
27-11Waj_1 ”f2j71” Hf2j71|| Hg2j*1H

1
= — — 00,

N RS

y entonces no puede existir la constante ¢ > 0 de la condicion (2.8).
Ademas, la familia {Wj}]o.il no es base de subespacios: de serlo, puesto que los
espacios W; tienen dimension 1, se tendria que cada f € H se expresa de forma

unica como
f= E cifi,
i
de donde resultaria c¢; = (f, ¢;), y entonces las funciones coordenadas serian

v:(f) = (fs 9:) fi-

Pero en tal caso,
lyiCaa)ll = Ngall* N fill = Nlg:ll*
Yy entonces
Iall > llgall — oo,

lo cual contradice lo establecido en el Corolario 2.15.

Finalmente, establecemos condiciones bajo las cuales un marco de fusién es una
base de Riesz de subespacios, es decir, la versién para “familias de subespacios” del
Teorema 1.12. Se incluyen las primeras 10 equivalencias, dejando la tltima para
mas adelante, ya que esta depende del concepto de minimalidad de coeficientes, que
desarrollaremos con posterioridad.

Teorema 2.59. Sea {W;},.; un marco de fusion, con operador de marco Sy . En-
tonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La familia { Sy (Wi>}iel es familia biortogonal para {W;},.,.

Eziste una familia biortogonal para {Wi},c;.
La familia {W;},.; es minimal.

La familia {W;},., es w — li.

La familia {W;},; es (* — li.

S v e

Para cada f € H existe una dnica familia {f;},c, € > B
= Eie[ fi-

ier Wi tal que
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7. El operador sintesis Ry es inyectivo (y entonces, isomorfismo topoldgico).
8. El operador andlisis Cy es sobre (y entonces, isomorfismo topoldgico).
9. La familia {W;},., es base de Riesz de subespacios.

10. La familia {W;},., es base de subespacios.

Demostracién . (1 = 2) Es inmediato.

(2 = 3) Esto es el comentario anterior al Teorema 2.7.

B=4)Si{fi} e [[[ Wiy 0=>_,fi, entonces para toda j € I tenemos f; =
>_izj Ji vy entonces f; = 0 por hipdtesis.

(4 = 5) Esto es inmediato y fue remarcado en la Observacién 2.3.

(5 = 6) Puesto que {W;},; es un marco de fusién, sabemos que f = >, Py, Sy f,
con {PWisv_Vlf}ig €Y B, Wi Siademas f = ), g; para otra familia {g;},.; €
> .., Wi, entonces 0 =, (PWiS‘,’Vlf — gi) . v la hipétesis de 2 — li implica que
g; = Pw, Sy, f para todo i € I.

(6 = 7) Si Rw no fuera inyectivo, existirfan dos familias distintas {f;},.;, {g:}
en ) 6P, ; Wi tales que ), fi = >, gi, lo cual contradice (6).

(7 < 8) Esto vale en general para cualquier par de operadores, teniendo en cuenta
que C}, = Ry (Teorema 2.48). La condicién de ser isomorfismo topoldgico se deriva
también del Teorema 2.48, ya que {W;},., es marco de fusion.

(7=19) Sea H = > D.c; Wi, y denotemos W/Z la “inclusién” de W; en 7:2, de

el

~ L — ~
manera que H = @, ;M;. Entonces, Ry : H — H es isomorfismo topoldgico y

—~

W, = Ry (WZ), y entonces {W;} ;1 € base de Riesz de subespacios por definicién.

(9 = 10) Es inmediato.

(10 = 1) Denotemos por {7;},.; a las funciones coordenada, que existen bajo la
hipétesis (10) (ver Observacién 2.13). Entonces, puesto que f = 3. Py, Sy f para
toda f en H, por unicidad se tiene que v, = Py, SV_V1 para todo ¢ € I. Entonces, la
tinica familia biortogonal para {W;},_; es la definida por V; = v () = Sy Pw, (H) =
Syt (W) (ver Observacién 2.21). |

En las condiciones del teorema anterior, es inmediato ver que si denotamos
1

M, = SV_VUQ (W;), entonces H = €, ; M, (esto se menciona en el trabajo original
[CK04]). Las condiciones anteriores, para que un marco de subespacios sea una base
de Riesz, apuntan todas en la misma direccién: falta de redundancia. En el trabajo
original se dice, equivocadamente, que los marcos de fusion se comportan de manera
semejante a los vectoriales en cuanto a eliminar la redundancia, afirmando que al
eliminar un subespacio de un marco de fusién queda otro marco de fusién o un
conjunto no total. El siguiente ejemplo muestra que es posible eliminar un subespacio
y que el resultado sea un conjunto total, que no es marco de fusién:

Ejemplo 2.60. Considerar la familia {VV]};O:1 del Ejemplo 2.58. Dicha familia es
sucesion de Bessel de subespacios total que no es marco de fusion, pero {H, Wj};'il
es un marco de fusion.



Bases y marcos de subespacios 49

En varios trabajos se ha estudiado el problema de “refinar” marcos de fusién, ya

sea por eliminacién de subespacios del marco de fusién (ver [Asg09] y [XZD14], y en
dimension finita [CK08]), o de forma més general, tomando subespacios incluidos
en los subespacios del marco de fusién original (ver [RS08]), en la mayoria de los
casos concentrandose en el rol de los “pesos” que fueran utilizados en la definicion
original de marco de fusién en [CK04]. Presentaremos un resultado diferente sobre
refinamiento, pero para llegar a el es necesario antes investigar el “tamano de los
coeficientes” utilizados para la sintesis.

Si { fj}j ¢; €s marco en un espacio de Hilbert H, se sabe que cada f € H se puede
expresar como una serie de la forma

f=> ¢l
jel

En general la forma no es tnica. Pero los coeficientes que tienen norma minima en
% son los que se obtienen via el operador de marco, utilizando el marco dual (ver
Teorema 1.11). Si {W;},.; es un marco de fusién, para cada f € H tenemos que

F=Y S Pw, ()= Pw, (Sy'f).

i€l i€l

por lo que resulta natural investigar resultados similares al caso vectorial, analizando
la (minimalidad de la) norma de los “coeficientes”, ya sea en Y €D, ; Sy (W;) o en
> P,c; Wi, dependiendo del camino utilizado para reconstruir f. Aqui aparece esta
dificultad adicional, ya que, a deferencia del caso vectorial, el espacio de andlisis
cambia, dependiendo del orden en que usemos el marco dual. Primero analizamos el
resultado incluido en [CKSO08] (el mas débil), que es acerca de la representacion

icl
y la norma {SIE/IPWZ-JC}Z- en > @,c; Syt (W;) (el espacio de andlisis, en este caso).

Lema 2.61. Sea {Wi}z‘el un marco de fusion con operador de marco Sy, If/[v/Z =
Sv_vl (Wi) el marco de fusion dual, Cy; el operador andlisis del marco de fusion

{17(72} , P la proyeccion ortogonal de ) @B, W; sobre Rang (Cs) (que es cerrado
iel

—~

dado que {Wi}id es marco de fusion), y T el operador definido por
T:H%Z%vﬁ, T(f) = {Sw' Pw, ()}, -

Entonces Ci‘w -P-T=1d.

Demostracién . Notar que {S‘}/lPWif}iel €Y Dics W;. La demostracién sale de

manera directa, verificando que f = C’i‘vI7 (T'f) para toda f € H, y usando que

ker (C%) = Rang (C’W)L. [
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Teorema 2.62. Con la notacion del lemma anterior, para toda {g;},.; € > D
tal que f =Y. g;, se tiene

zEI

1P ({Sw' Pwif )] < IHakill (2.11)

(es decir, no muestra que los coeficientes tienen norma minima pero si su proyeccion).

Demostracién . Escribamos {g;}, = {h}}, + {h?}, con {h}}, € Rang (Cy) vy
{h?}, € Rang (C’W)L, entonces f = C% ({g:};) = O ({h}},). Usando que Ol es
inyectivo en Rang (Cyy) , vemos que {hi}, = P ({Sy' Pw,f},) (por el lema anterior),
de donde se sigue inmediatamente el resultado. |

Esta es la forma en la que el resultado se encuentra en el trabajo original, donde
ademas los autores destacan el hecho de que es un resultado mas débil que el caso
vectorial porque no se obtiene una cota efectiva para los coeficientes, sino para su
proyeccion. Un andlisis mas detallado permite mejorar esta situacion, ademas de
clarificar la relacién de los espacios Rang (C) v Rang (T) en Y- @,., Wi

Observacién 2.63. 1. Rang (T) es cerrado. Para verlo, notar que

usando que
15w 1™ 1 Pw (O < (1S5 P (DI < 15w |1 Pws ()

y (2.9), obtenemos

allSwl 2 IF1° < ITFP < BlISH 7 ILAIE,

donde o y 3 son las constantes del marco de fusion {W;}, ;. Esto implica que
T es acotado por abajo, y entonces tiene rango cerrado.

2. CTW : Rang (T') — H es isomorfismo topoldgico: inyectivo pues
Cy(Tf)=C5Tg) = f=9g=T(f)=TI(9);
y sobre ya que f = C’;NV (Tf).
8. P|pang(r) : Rang (I') — Rang (C) es isomorfismo topoldgico: inyectiva pues
P(Tf) =P (Tg) = CyP(Tf) = CyP(Tyg),

es decir, [ =g, y entonces T'f = Tg; sobre pues para llegar a Cg (f) (un ele-
mento genérico de Rang (Cy;) ), basta con considerar la funcidn g = Sg (f) =
C%C (f): como g = CZPT (g), resulta PT (g) = Cyi; (f) (de nuevo, por ser

C% inyectivo en Rang (Ciw))-
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Esto muestra, de alguna manera, la relacion entre los subespacios Rang (T) y
Rang (CW) en Y @,c; Wi, ya que se obtiene

17 L * *
g}[ W; = Rang (C;) @ ker (CW) = Rang (T') @ ker (CW) :

Ademds, esto implica que el operador P|Rang(T) es acotado por abajo, y entonces
existe ¢ > 0 tal que (2.11) se puede expresar como

I{Sw' P (D3]] < ell{aiill.
es decir, una cota superior para el tamano de los coeficientes.

Finalmente, hacemos notar que el Teorema 2.62 se puede obtener como un caso
particular del Teorema 2.65 (adelante):

Observacion 2.64. Con la notacion utilizada en el Teorema 2.62 y el lema anterior:

{ﬁ//l} es un marco de fusion, y entonces para toda f € H tenemos que
iel

=Y ({Rustr)) . on {rassr) = (7).
y también por el lema anterior
f= CTVT/P ({S;I}Pwif}i) ’

Puesto que C*W es inyectivo en Rang (CW); concluimos que
{Resitr} = P (satrur)).

Entonces, el Teorema 2.65 (adelante) aplicado al marco de fusion {I//[v/}} implica
iel

que P ({Sv_leWif}i) tiene la norma minima entre las familias {g;};c; € > D,e; W,
tales que f =", g; (ademds de clarificar quien es la familia P ({SﬁflPWif}i)).

La siguiente es la segunda visién sobre la “minimalidad de los coeficientes”, y
sigue un camino que parece mas natural que el anterior: si tomamos un marco de
fusion {W;},.; v una f € H, la representacion f = > .., Pw, (SI,_Vlf) me da una
forma de sintetizar f a partir de un elemento de ) €, ., W;. Veremos que este es
el elemento de norma minima. El siguiente teorema es completamente analogo al
caso vectorial (ver Teorema 1.11), y se puede deducir de un resultado més general en
[Sun06]. Incluimos una prueba directa:

Teorema 2.65. Sea {W;},.,; un marco de fusion con operador de marco Sy, f € H,
Y1{9itier € 2B, Wi tal que f =3, gi, entonces

{(gi - PW,-SV_VIf) }iel L {PWiSI;/If}iEI en Z S wi.

i€l
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En particular

2 _
H{gi}z‘elH = H{gl - PWz‘Swlf}z‘eI
y por lo tanto {PWiS;VIf}iGI tiene la norma minima entre todas las familias {g;},.,; €
Y P, Wi tales que f =), 9.

Demostracién . Si f = ). g;, (para cualquier familia {g;},.; € > D,.; W;) en-
tonces

)

2 2
+ H{PWiSﬁflf}ieI

(f.Suf) = <Z 9> Sy f> =2 (905w f) = 2 {90 PwSu' ).

en particular

(£S5 F) = (Pw.Sy'f, Pw.Sulf) .

de donde
0=> (9= Pw.Sy'f, Pw.Sy'f). u

Este resultado tiene implicaciones similares a las del caso vectorial, cuando se
aplica a una proyeccién en particular. Esto es, tomando como funcién a Py, (f)
(para cierto k € [ fijo), se obtiene

Pw.f =Y Pw,Sy'Pw.f,

el

entonces considerando g; = ;. Pw, f para todo ¢ € I, vemos que

[Pt 1" = D7 6P f = PuSt P £+ D 11w St P £

es decir
1P, FI” = 1P f — P St P 1| + 23 || Pw St P £|” + || Pwse St P £
7 (2.12)
igualdad que para f en Wy es
1A = 11F = PusS A1+ 23 _ 1| Pwe i £+ | P S 11
ik
Entonces, para f € W} tenemos que
!’PWkSﬁzlf|’ = |Ifll es equivalente a f = Py, S, f, (2.13)
y cualquiera de estas implica que
Z “PWiS;Vlf“Q = 0, y entonces Py, Sy’ f = 0 para todo i # k. (2.14)

itk

Si esto ocurre para toda f € Wy, tenemos el siguiente:
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Teorema 2.66. Sea {W;},., un marco de fusion con operador de marco Sw, y

denotemos W; = Syt (W) (el dual candnico del marco de fusion). Supongamos que
para algin k € I se tiene que

‘}PWknglfH = fll para toda f € W (2.15)

Entonces

H = Wy, @ span (U W;) . (2.16)
y Wy = spar (Ui, Wi) ™.
Demostracién . Debido a (2.13) y a (2.14), la hipdtesis (2.15) implica que W; L
W), para todo i # k. Esto a su vez implica que span (U;,W;) L Wy, y entonces
N\ L
span (U W;) C (Wk> (2.17)

Ademas, si 0 # f € Wy luego 0 # Si,' f € VIZ, de donde podemos concluir (usando
la hipdtesis y (2.13)) que

(1 Sutf) = (. Pw St £) = (f. f) = Il fI? # 0,

L
por lo que f ¢ (Wk) y entonces

Wi N (V’Vvk)L — {0} (2.18)
Esto implica (por (2.17) y (2.18)) que
Wi, N span (Ui, Wi) = {0},
y teniendo en cuenta que

f= Z Pw, Sy f = PwiSy f + Z Pw,Sy' f paratoda f € H,

il ik

obtenemos (2.16). Finalmente, (2.17), (2.18), y (2.16) implican que

o\ L _
<Wk> = span (U; W), es decir W, =span (UZ-ﬂCI/VZ»)L ) [ |

Como corolario, obtenemos la equivalencia que nos faltaba (comparado con su
par vectorial) en el Teorema 2.59:

Corolario 2.67. Si {W;},., es un marco de fusion con operador de marco Sw, tal
que para todo i € I se tiene que

|Pu.Set Al = 11l para toda € W, (2.19)

entonces el marco de fusion dual canonico {WZ} es (la inica) familia biortogonal
iel

de {Wi},c;- En particular, {W;},., es base de Riesz de subespacios.
Reciprocamente, si {W;},., es base de Riesz de subespacios, entonces es marco

de fusion para el cual vale (2.19).
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(415

Demostracién . Para la “ida”, notar que la hipdtesis implica que (2.16) vale para

todo k € I, y entonces el punto (2) del Teorema 2.7 nos dice que {IM} es la unica
el

familia biortogonal para {W;},.,. Esto a su vez implica que {W;},_, es ZkG)ase de Riesz
de subespacios por el Teorema 2.59.

Reciprocamente, si {W;},.; es base de Riesz de subespacios, entonces sabemos
que es un marco de fusién (Teorema 2.57), y entonces

F=Y P (Si'f) Vel

Pero como es una base de subespacios, la representacién es tinica entonces y las
funciones coordenadas (ver Observacién 2.13) deben ser v, = PWiS‘},l, en particular,

PWZ.S‘}} debe ser el operador identidad en W, para todo ¢ € I, de donde se sigue

(2.19). |

Los resultados precedentes se pueden utilizar para estudiar “refinamientos” en
marcos de fusién, con un enfoque similar al expuesto en [RS08], el cual es mds general
que la mera idea de quitar subespacios del marco de fusién original: en dicho trabajo,
se define como refinamiento de un marco de fusion {W;},., a una familia {£;}
que satisface

iedJ

y se exponen algunos resultados relacionados, utilizando el concepto de “exceso”,
en el caso particular en que dicho exceso es finito. Nosotros presentaremos un
procedimiento que permite detectar, para cada subespacio de un marco de fusion,
partes “fundamentales” (que no tienen redundancia dentro del marco de fusién), y
partes “desechables” (que pueden descartarse de forma tal que la familia resultante
sigue siendo marco de fusién). Por lo pronto es conveniente tener presente el Ejemplo
2.60, donde mostramos que al remover todo un subespacio de un marco de fusion
podemos obtener una familia total que no es marco de fusién.
Vamos a necesitar la siguiente observacion fundamental:

Observacién 2.68. Si {W;},_, es una marco de fusion con operador de marco Sy,

L
y para todo i € I ponemos W; = €D, ; Mi;, entonces {Mi;},_; i, es un marco de
7 3. 3

fusion con las mismas constantes y el mismo operador de marco Sy . Para
verlo, notar que si f € H entonces,

Pw(f)=>"Pu,(f) v IPw DI =D [P, (DI

JeJi Jjed;i
y entonces
i€l i€l jeJ; i€l i€l jeJ;

(notar que las series convergen incondicionalmente).
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Supongamos que {W;},.; es un marco de fusiéon con operador de marco Sy, y
constantes a y [, y definamos

GWk :Id—PWkS‘;/l, GWk : Wk—>Wk
Con esta notacién, notar que (2.13) dice
ker (Gw,) = {f € Wi : ||Pw, St F| = I1F11}

y entonces la hipdtesis (2.15) en el Teorema 2.66 se puede expresar como ker (G, ) =
Wy. Esto indicaria, de alguna manera, que una “parte indispensable” de un marco
tiene que ver con el nicleo de dicho operador. A continuacién desarrollamos esa idea:
llamemos Ej = ker (G, ), de forma tal que

_ + Lw
Wk—EkEBEk

y consideremos el marco de fusion {WZ 1 £k, By, E,j W}, el cual tiene el mismo

operador de marco Sy :

Teorema 2.69. Con las notaciones precedentes:

1. El operador G, (correspondiente al subespacio Ej, del marco de fusion

{W., B, B}

) es idénticamente cero, y entonces
k

i
H = E, @ span ((U#kVVi) U EkLW> )

En particular, si removemos cualquier subespacio de E) del marco de fusion
{Wi}iep, obtenemos una familia no total.

2. Si el operador Gy, : Wy — W), tiene rango cerrado, entonces {W; : i # k, E}
es un marco de fusion tal que

H= Ek ©® span (Ui;ﬁkWi) . (2.20)
Esto es, podemos remover el subespacio E,CLW del marco de fusion.

3. Gw, = G, ® Gy, es decir
k

o Gg, en B}
Wi = GE,jW en E,CLW
donde
GEk Ek—)Ek es GEkEO
GE;_W LB — B es inyectivo y tiene rango denso. (2.21)

En particular, Rang (Gw,) es cerrado si y solo si G 1w €s isomorfismo to-
k

poldgico.
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Demostracién .
1. Si f € E) entonces por definiciéon de Ej se tiene que
I = PuSy' [ = Po Sy [+ Py Sy f,

de donde
f - PE'kS{;/'lf = PE:-WS{;/'lf7

y entonces ambos lados de la igualdad deben ser cero. Eso implica que el
operador G, es idénticamente cero, y entonces el Teorema 2.66 implica que

H= Ek S5 Span (UiyékWi U E¢W> .

2. Denotemos por v y (3 las constantes del marco de fusién {W;},_;. Las hipétesis

y la definiciéon de Ej implican que

i€l

GWklE;_W : E,jW — Rang (Gw,)

. - . -1
es isomorfismo topoldgico, con inversa acotada Gy, |E Ly - Sea f € H, entonces
k

= Sy'Pw,(f) = Pw.f = Pw,Sy'Pw, (f),

de donde

i#k
Pero
y entonces

Pywd = Gunlh (; Pu, i P, (f)) -

(donde Cyy es el operador andlisis del marco de fusién {W;},_;), de donde se

deduce que

i€l

1/2
‘)

| Pow f| < || Gl | st VB (Z | Pt
ith
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. s ., .y
Usando que {VVZ i #k, By, B W} es también un marco de fusién con cons-

tantes « y (3, se obtiene

2
allfI? < S NBSI + 1 Pe I+ | Por f]| <
ik

2
< P+ 1Ps I+ || Gl | IS32 7 8 HPwe 1P
i£k ik

y entonces

(%

*+ 1Ps 17 < BIAIP.

e I < XA
(1+\\ka\E¢W\\ 6}|SWH) F

Resta ver (2.20): de (1) de este teorema sabemos que

E;. N span ((Ui?ﬁkWi) U E,CLW> = {0},

y entonces
Ey, Nspan (U, W) = {0},

y si llamamos Sg al operador de marco del marco de fusion {W; : i # k, Ei}
(que ya no es necesariamente Sy ) entonces cada f € H se puede expresar como

f=Pg Sy f+ Z Pw,S5" (f) € Ej & span (U W5)

ik
es decir, tenemos (2.20).
3. Veamos primero que
Rang (Gw,) € E;i', y es un subconjunto denso. (2.22)

Para ello, definamos (para cada k € I) el operador
%Vk = GWkPWk = PWk - PWkSI;}PWk’

que resulta autoadjunto, definido en H, y con

Rang (G}, ) = Rang (Gw,) = (GWk (Eklw>) .
Poniendo
1w = Tt
Vemos que

ker (G4, ) = By & Wi,
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y entonces
Ev = ker (G%Vk)l = Rang (G§,, ) = Rang (Gw,).

Del primer punto de este teorema sabemos que Gy, | g, = 0= G, (la primer
igualdad es la definicién de Ej), veamos ahora que también

GWk‘E;_W = GE:_W

Para ello, escribimos

Gw, = P+ Py — (PecSi! + Porw Sit) =

— (P, — Py Sit) + (PE;W — PE;WS;;)
entonces para cualquier f € Wy se tiene
G, (f) = (Pgrw () = Pyrw Sit (1)) = (Pr () = PecSit ()

y eso implica que
G, (F)=(Pyiw (F) = Pys St (1) = (P (f) = P.S (1) =0 ¥ f € W,
en particular, para f € E,f W esto dice

Gw, (f)=1r- PEleSI;/l (f) = GE;-W (f)- (2.23)

Finalmente, (2.22), (2.23) y la definicién de Ej implican (2.21) [

Observacion 2.70. Las siguientes son condiciones bajo las cuales G 1y (y entonces
k

Gy, ) tiene rango cerrado:

1. dim (Eklw> < o0 (lo cual ocurre si, en particular, dim (W}) < co).

2. HPELW Sﬁ/l LWH < 1 (esto es cierto para cualquier operador de la forma
k E;
I

Id =T, con |T|| < 1, ver por ejemplo Teorema 10.7 en [Rud91]). Notar
que si hacemos la misma cuenta que en (2.12) pero para el marco de fusion

{VVZ-, E, E,fw} y aplicada a Py f, obtenemos
i#k k

| Pow s

2 1 2 1 2
S (RTINS S T
itk
2

2
2| Pe, St P f|| + || Py St P 1|
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wqualdad que para f € E,jw resulta

2 L2 o . r
If1I" = Hf—PE;WSW fH +2 37 || Pw St £ 42 || P S £ | +HPE;w5wa |
itk
Esto, teniendo en cuenta la definicion de GEkLW Y que es inyectivo en EkLW;
implica que
[Pyt <171 para toda £ € B~ (0}

1y entonces siempre se tiene que

<1.

H Py S

Lw
B,

Si bien el teorema anterior permitiria, en teoria, refinar un marco de fusion, podria
ocurrir que el operador Gy, nunca cumpla las hipétesis pedidas (por ejemplo, que
siempre tenga nucleo trivial y/o que nunca tenga rango cerrado). En los siguientes
ejemplos mostramos dos situaciones en las cuales efectivamente detecta el exceso, en
el primero de un subespacio completo, y en el segundo de una parte de un subespacio
de un marco de fusion.

Ejemplo 2.71 (deteccién de subespacio redundante). Supongamos que {W;},., es
un marco de fusion con constantes a y 3, y con operador de marco Sy, y que U C H
es un subespacio cerrado. Entonces

{U, VVZ 11 E ]}
es otro marco de fusion ya que

allFIP < Y NPwf I S IPoSIP+ Y IPwfI” < B+ DIIFI

iel icl
Llamemos Sy al operador de marco de este nuevo marco de fusion, entonces
Su(f) = Sw(f)+Pu(f) = f=SwSy' (H+ PuS;'(f)  VfeH
en particular
Gu(f) =1 —PuS;'(f) =SwSz'(f) V€U,
y como Sy y Sy son ambos isomorfismos topoldgicos, concluimos que
ker (Gy) = {0},

Yy entonces

U = ker (Gy)™
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(el complemento ortogonal de {0} en U); ademds
Rang(Gy) = SwS;' (U)

es cerrado (de nuevo, porque ambos operadores son isomorfismos topoldgicos), con lo
cual el punto (2) del teorema anterior nos dice que podemos descartar U del marco
de fusion {U,W; :i € I}.

Este ejemplo, en el cual sabiamos de antemano que podiamos descartar el subes-
pacio U, aplica exactamente igual si de antemano no tenemos la informacion, con lo
cual confirma que si un subespacio es prescindible, entonces el operador correspon-
diente efectivamente va a revelar este hecho. Esto se aplica, en particular, al caso se
subespacios repetidos en el marco de fusion.

Ejemplo 2.72 (eliminacién de parte redundante de un subespacio). Sea {e;},.y una
base ortonormal de H. Escribamos N como union no necesariamente disjunta de
conjuntos (de cardinal no necesariamente finito), de forma tal que cada natural esté
a lo mds en K conjuntos. Es decir, N = U;crN; donde

1< |Nj| < 00 y 1<) Xy =m <K VieN,
jel
y llamemos
W; = span{e; : i € N;}

Entonces {W;},.; es marco de fusion con constantes 1 y K ya que

Pu,(f) =Y (fede B, (D)= [(f.enl

ieN; iEN;
y entonces
AP <D KRl <3 el =Y 1Pw fIF < KD ifenl’ = KIIFIP.
ieN J€I iEN; jel ieN

El operador de marco es
ZPWf ZZ fez €; an fez €;
jel JEI iEN; €N

con 1nuersa )
St = — e,
W(f) Zni<f7€z>ez
€N
Si k € I, tenemos

few, s sz(f,el)ei

1€Ng

f = PwSy — Z(l——> (f,ei) e

1EN}

)

— (f,e)) =0 VieN,tgn #1
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Entonces si Gy, = Id — Py, Sy, Gw, : Wy — W tenemos que

Ey = ker(Gw,)={feW,:(f,e) =0 VieNgtqgn #1}=
= Span{e; :i € Ny tq: n; = 1}.
Segun la notacion del teorema anterior, este subespacio es “indispensable” en el
marco de fusion, veamos que podemos descartar el resto: para f € Wy se tiene que

2

1Pwe St O =

1€ Ng

)

ni<f7 ei>

(2

E,jw =span{e; : i € Ni tq:n; # 1}
Sin; # 1 entonces n; > 2, de donde

2

2 1 1 1
—1 = . _ (2 - 2 s
[resi o = 3 [Fue| <7 X welr s vres
1E€ENEm;#1 i€Ngn;#1
Yy entonces
1
-1

y el punto (2) del teorema anterior nos dice que {W; : i # k, Ey} es un marco de
fusion tal que H = Ej, & span (Ui, W;).

En este ejemplo, al igual que en el anterior, el resultado era previsible por la
forma en que fue construido el marco de fusion. Sin embargo, para detectar la parte
redundante no se usa que previamente uno sabe que existe redundancia, ni en que
subespacios se encuentra. Es decir, el método podria aplicarse y resultar efectivo, sin
conocimiento previo del marco de fusion.



Capitulo 3

Espacios invariantes por traslacio-
nes enteras

En este capitulo se estudiaran las estructuras de espacios vectoriales vistas en el
Capitulo 2, para el caso especial de los espacios invariantes por traslaciones enteras
de L*(R"), siendo el objetivo final caracterizar dichas estructuras, en términos de los
que se conoce como espacios fibra. En la primer seccion se daran las definiciones y
resultados generales de la teoria de espacios invariantes por traslaciones enteras, y
en la segunda la mencionada caracterizacion.

Un subespacio V' de L*(R") se dice invariante por traslaciones enteras si satisface

feV << f(-—-keVVkeZ"

La teoria de espacios invariantes por traslaciones ha sido estudiada por diversos
autores y en diversos contextos, teniendo una notable expansién en los tltimos 20
anos. Los mismos juegan un rol fundamental en areas como teoria de muestreo,
wavelets y andlisis de multiresolucién, bases y marcos de Gabor, Splines, y teoria
de aproximacion, y aparecen frecuentemente ligados a la teoria de bases y marcos
en espacios de Hilbert (o en contextos mas generales), particularmente en lo que
concierne a bases y marcos formados por traslaciones de una o més funciones. Han
tenido un fuerte desarrollo, motivado tanto por la belleza de los resultados obtenidos,
como por la innumerable cantidad de aplicaciones tecnolégicas: procesamiento de
imagenes, compresion y transmisién de datos, etc.

Utilizando la transformada de Fourier, se puede ver a estos espacios “en el
dominio de la frecuencia”, resultando intimamente relacionados con los espacios
invariantes bajo multiplicacién por exponencial (doubly invariant, en inglés). En la
caracterizacion de estos tltimos, Helson (ver [Hel64]) introduce la funcion rango, la
cual se convierte en una herramienta fundamental para el estudio de los espacios
invariantes por traslaciones enteras, por medio de un proceso conocido como fibracion

62
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(o técnicas de fibracién, en general), el cual permite estudiar y caracterizar diferentes
estructuras relacionadas con los espacios invariantes por traslaciones enteras por
medio de estructuras similares en espacios conocidos como espacios fibra, subespacios
cerrados de (*(Z").

Justamente, utilizando estas técnicas de fibracién es que aparecen las primeras
caracterizaciones de la estructura de un espacio invariante por traslaciones enteras
(ver [BDVRY4] y también [RS95]). Finalmente en [Bow00] se da una caracterizacion
mas general, tanto de la estructura de los espacios como de marcos y bases de Riesz
de traslaciones, y de operadores que preservan traslaciones enteras, por técnicas
de fibracion. Estas mismas técnicas son las que nos permitieron desarrollar las
caracterizaciones presentadas en la segunda seccion de este capitulo.

Nociones generales

En esta seccion se incluyen las nociones y resultados generales sobre espacios
invariantes por traslaciones enteras, tanto para sentar las bases como para mostrar
las técnicas y los resultados que seran utilizados y generalizados en la préxima seccion.
La mayoria de ellos son resultados conocidos, y se pueden encontrar, por ejemplo
en [Bow00], o con un nivel de generalidad menor en [BDVR94]. Unos pocos han
sido desarrollados explicitamente para este trabajo, o tomados de otros trabajos.
Incluimos ademés algunas demostraciones alternativas a las propuestas en los trabajos
de referencia, y que pensamos son mas claras y conceptualmente mas adecuadas.

Usamos como herramienta la transformada de Fourier, que se define para funciones
de f € LY (R"™) como

f(w) = flx)e ™ dy  weR",
Rn

y se extiende como un operador unitario a L*(R").
Denotamos por

W) = f@—y)
Myf(a) = ()

(y € R™) los operadores traslacién y modulacién respectivamente. Ambos son opera-
dores unitarios en L?(IR™) que satisfacen las siguientes relaciones:

(t,f) (w) = ijf(w)
(Myf) " (w) = t,f(w)

Como referencia para resultados generales sobre transformada de Fourier citamos,
por ejemplo, [Gr08].
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Con T"™ = R™/Z" denotamos el “toro”, identificado (con su estructura de grupo)
con [0,1)". De forma casi exclusiva utilizaremos traslaciones por elementos k € Z"
es decir tpf := f(- — k), y nos referiremos a este tipo de operacién como traslacion
entera.

Definicién 3.1. Un subespacio cerrado V- C L*(R") es un subespacio invariante por
traslaciones enteras (EITE) si

feV  amplica t.f €V  para todo k € Z".
Dado un conjunto de funciones ® en L*(R"™), denotamos con E(®) el conjunto
E(®)={typ: keZ" ¢ € d}.
El EITE generado por ® es
S(®) = span(E())

SV es un EITE, la longitud de V' es el cardinal del conjunto generador mds
pequeno, y denotaremos por

long(V) = min{#® : V =5(®)} < 0.

(#P € Ny U {oo} es la cantidad de elementos de ®, Ny denota los enteros no
negativos).

Si V es un EITE, entonces la proyeccién ortogonal Py (de L?*(R") sobre V)
conmuta con las traslaciones enteras t;, k € Z". Puesto que el conjunto

{e%ik'wXTn (w+1) }k:,ZGZ"

es base ortonormal para L(R"), si denotamos xpn (w + ) = 1, (w) resulta

(tethy) (W) = ™ xpn(w +1),

por lo que (teniendo en cuenta que la transformada de Fourier es un operador
unitario de L*(R")) la familia {t;1;}, ;c;» también es base ortonormal para L*(R™),
y entonces

{Pv (te) Ysezn = Py (V1) Y iezm

es un marco de Parseval para V. En particular, V = S ({Py (¢;) },ez0) 5 es decir todo
EITE se puede generar con una familia contable. Por la continuidad del operador t,
operaciones como tomar complemento ortogonal o clausura “preservan” la invariancia
por traslaciones. Por ejemplo, si V es un EITE, entonces V+ también lo es. Notar
ademds que S(®) es el menor espacio invariante por traslaciones enteras que contiene
el conjunto .
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Para el estudio de los espacios invariantes por traslaciones aparece como herra-
mienta fundamental (en un proceso conocido como “fibracién”, a describir en los
préximos pdrrafos) las funciones vectoriales a valores en £%(Z"). El espacio de Hilbert
L*(T", ¢*(Z™)) consiste en todas las funciones vectoriales F': T" — ¢*(Z™) medibles

tales que la norma
2
\F) = ( [ Fe dw)

es finita. El producto interno definido por
(R.G) = [ (F).Glw)) do

hace de L*(T™, ¢*(Z™)) un espacio de Hilbert separable, e induce la norma previamente
definida. Cuando no haya confusién posible, denotaremos dicho espacio por L?(T™, £2).
Como (%(Z™) es un espacio de Hilbert separable, las nociones de F : T™ — (?(Z")
s-medible (medible fuerte) y w-medible (medible débil) coinciden, siendo esta tltima
que la aplicacién escalar
w— (F(w),a),
sea medible para todo a € ¢2. Si denotamos por {e;} wezn la base ortonormal estandar

de (*(Z") (notacién que mantendremos en toda la seccién) resulta a = Y, ;. axex
(CLk S (C) y

(con convergencia incondicional), por lo cual F' resulta medible si y solo si las
“funciones coordenadas”
w = (F(w), ex)

resultan medibles para todo k € Z". Ademas valen las siguientes:

1. Si A : T" — C es una funcién escalar medible y F,G : T" — (*(Z") son
funciones vectoriales medibles, entonces AF' 4+ G es medible.

2. Si F,G : T" — (*(Z"™) son medibles, entonces w — (F(w), G(w)),. es medible,
en particular w — || F(w)]|2, es medible.
3. Si F, F; : T — (*(Z") son funciones vectoriales medibles tales que Fj(w) ﬁ)
j—o0
F(w) a.e. w € T", entonces F' es medible.

Para una referencia concisa y clara sobre funciones vectoriales medibles y su
integracién (integral de Bochner), recomendamos consultar [Yo81].

El siguiente teorema es fundamental en el estudio de espacios invariantes por
traslaciones enteras:
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Teorema 3.2. El operador 7 : L>(R"™) — L?(T™, (*(Z")) definida (para f € L*(R"))
por )
Tf(w) = {f(w+F)}rezn,
es un isomorfismo isométrico entre los espacios de Hilbert L*(R™) y L*(T", (*(Z")).
La sucesion { f(w + k) }kezn se llama la fibra de f en w.

La demostracién de este teorema es basicamente observar que

. f(x)dx:/JI Zf(w—i—k:)dw

" kezn

(incluso f € L'(R") sii > pn f(w+ k) € L*(T™)), y utilizar que la transformada de
Fourier es un isomorfismo isométrico en L?(R™). A partir de este operador 7 se logra
una caracterizaciéon clave de los EITE mediante la funcién rango:

Definicién 3.3. Una funcion rango es una aplicacion
J : T" — {subespacios cerrados de (*(Z")}.

Una funcion rango se dice medible si la aplicacion w — Pjy,)(a) es medible (como
aplicacion de T™ en (*(Z")) para todo a € (*(Z™). Recordar que Py es la proyeccion
ortogonal de (*(Z") sobre J(w).

Esta definiciéon de medibilidad puede parecer extrana, a primera vista, pero cobra
sentido a partir de la demostracion del Teorema 3.4, y mas ain cuando se la ve en
un contexto mas general, relacionado con la teoria de operadores lineales aleatorios.
Al respecto, haremos algunos comentarios en la Observacién 3.11.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores, una funcién rango .J resulta
medible si la aplicacién escalar

w — <PJ(W)<G/>, b>£2
resulta medible para todo a,b € (?(Z™). Ademds valen las siguientes:

1. J es medible si y solo si Pj,)(ex) es medible (como funcién vectorial) para
todo k € Z", pues si a € (*(Z") entonces

(con convergencia incondicional en £%(Z")), y sus funciones coordenadas son

<PJ( €J>gz_ Zak Pj(w ek 67>Z2‘

kezn

2. J es medible si y solo si Py (F(w)) es medible para toda F : T" — (*(Z")
medible pues

Py (F(w)) = P (Z <F(w),ek>ek> = (F(w),ex) Prwy (ex) -

kezn
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El siguiente teorema caracteriza los espacios invariantes por traslaciones enteras
en términos del operador 7. El mismo nos dice como “se ven” dichos espacios, cuando
los miramos en L?*(T", (*(Z")), y constituye nuestro primer ejemplo de “técnica de
fibracion”.

Teorema 3.4. Un subespacio V' C L*(R") es invariante por traslaciones si y solo si
V={fe*(R") : 7f(w) € Jy(w) a.e. we T"},

donde Jy en una funcion rango medible. La correspondencia entre V' y Jy es uno a
uno. Mds ain, si V = S(®) para cierto ® C L*(R™), entonces

Jy(w) =span{to(w) : ¢ € P} a.e. we T
El subespacio Jy(w) se llama el espacio fibra de V' en w.

A partir de este resultado, veremos que el operador 7 nos permite estudiar
diferentes fenémenos referentes a los espacios invariantes por traslaciones enteras, a
partir de su “traduccion” via el isomorfismo 7; este procedimiento general es lo que
se conoce como técnica de fibracion, y sera, en particular, la que utilizaremos para
dar nuestra caracterizacion de estructuras de subespacios (base, marco de fusion,
etc.) en un espacio invariante por traslaciones enteras.

Definicién 3.5. Si V' es un FITE, la funcion dimension asociada a V' es

dimy : T" - Ny U {o0}, dimy(w) = dim(Jy (w)).

En la siguiente proposicién agrupamos las caracteristicas fundamentales de la
funcion rango de un EITE:

Proposicién 3.6. Si V,W son EITEs en L*(R"), entonces:

1. f € L*(R") satisface f LV siy solo si7f(w) L Jy(w) a.e. w (hay que tener
cuidado: a.e. depende de f, es decir, el conjunto de medida nula depende de
f). En particular, W L'V siy solo si Jw(w) L Jy(w) a.e. we T™.

2. V.={0} si y solo si Jy(w) ={0} a.e w, yV =L*R") siy solo si Jy(w) =
2(Z") a.e. w € T™.
3. VCW siysolo si Jy(w) C Jw(w) a.e we T

4. Si{Wi},c; es una familia de EITEs y U = span (U;e;W;), entonces U es EITE

Y
JU(W) = W (UiEIJWi (CU))

En particular, si W; = S (®;) para cierto conjunto ®; C L*(R"), entonces
U=25Uer®) y

Jy(w) =3span (to,(w) : ¢, € ®i € 1).
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L
5. SiW =V ®VE (complemento ortogonal en W), entonces V+ es también un

L
EITE, Jyi(w) = Jy(w)* a.e. w € T, y Jyw(w) = Jy(w)® Jy1(w) a.e. w € T

6. VW esun EITE, y Jyaw (w) = Jy(w) N Jw(w) a.e. w € T™. En particular,
VW ={0} siy solo si Jy(w)NJw(w)={0} a.e. we T

Demostracion . La ecuacion clave para demostrar estos resultados es la siguiente:

(Fotx0) = (rfo7 (8x0) = / (r (@), 7)) 7 du,

que es el k—ésimo coeficiente de Fourier de la funcién integrable w — (7 f(w), To(w))
(notar que en la igualdad anterior hemos usado (-, -) para denotar producto interno
en tres espacios de Hilbert diferentes). A partir de esto, y utilizando el Teorema 3.4,
la demostracién de las primeras 5 afirmaciones es mas o menos inmediata. En (4),

el “en particular” implica la medibilidad de Jy(w). Para la demostracién de (6) ver
[ACO09]. n

Una de las cuestiones fundamentales en el estudio de espacios invariantes por
traslaciones es poder determinar cuando los mismos tienen base de Riesz o marcos
de traslaciones (enteras). Mds precisamente, si V' = S (®) una pregunta fundamental
es cuando el conjunto F (®) es base de Riesz o marco para V. Una respuesta a esta
pregunta, en términos de los espacios fibra, esta en los siguientes teoremas cldsicos
(que se generalizaran en la siguiente seccién, pasando de base de Riesz o marco a
base de Riesz de subespacios o marcos de fusién):

Teorema 3.7. Sea ® un subconjunto contable de L*(R"). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. E(®) es sucesion de Bessel en L*(R™) con constante 3.

2. {to(w) : ¢ € D} es sucesion de Bessel en (*(Z™) con constante (3 a.e. w € T™.

Teorema 3.8. Sea V = S(®), donde ® es un subconjunto contable de L?(R™).
Entonces:

1. E(®) es un marco para V' con constantes o y B si y solo si para a.e. w € T",
{Tp(w) : ¢ € D} es un marco para Jy(w) con constantes a y [3.

2. E(®) es base de Riesz para V' con constantes o y 3 si y solo si para a.e. w € T™,
{T¢p(w) : ¢ € D} es una base de Riesz para Jy(w) con constantes o y B.

Mas ain, si @ es finito, V tiene base de Riesz de traslaciones si y solo si la
funcion dimension asociada a V' es constante a.e. w € T".
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Los teoremas anteriores dejan claro que si V' = S(®) para cierto subconjunto
contable ® C L?*(R"), entonces puede ocurrir que el conjunto E(®) no sea base de
Riesz ni marco para V' (incluso para ® finito). Sin embargo, siempre se puede elegir
un conjunto generador para V de forma tal que sus traslaciones enteras sean un
marco para V. Mds precisamente, tenemos el siguiente ([Bow00], Teorema 3.3):

Teorema 3.9. Si V' es un EITE en L*(R™), existe una familia ortogonal {¢;},.; € S
tal que E({¢;};c;) es marco de Parseval para V' (en particular, V = S({¢;}icp)), ¥
tal que para a.e. w € T", el conjunto {T¢,(w) :i € I} — {0} es base ortonormal para
Jy(w). Si'V tiene un conjunto generador finito, entonces el cardinal de ® se puede
elegir como la longitud de V.

Sin embargo, el Teorema 3.8 nos permite mostrar un EITE que no tiene base de
Riesz de traslaciones. Por ejemplo, considerar el espacio invariantes por traslaciones
de L*(R)

V:spm{t;@kEZ},

donde ¢(w) = X[o,%)(w)- Puesto que dimg(w) =1 a.e. w € [0,3) y dimg(w) = 0 a.c.
w € [%, 1), se sigue del Teorema 3.8 que V' no tiene base de Riesz de traslaciones.

Un operador lineal acotado L : V — L?(R") se dice que preserva traslaciones
enteras si t, L = Lty para todo k € Z™. Si L preserva traslaciones enteras, entonces
L (V) es (cerrado e) invariante por traslaciones enteras. Mds precisamente, si V =

S (®) para cierto conjunto ® C L*(R"), entonces L (V) = S (L (®)), de donde ademds
resulta que
Jran(w) =span{r(Lg)(w) : ¢ € P}

(estamos denotando L (®) = {L(¢) : ¢ € D}).
Definicién 3.10. Dada una funcion rango medible J, un operador rango en J
es una aplicacion
R : T" — {operadores lineales acotados definidos en subespacios cerrados de (*(Z")}
de forma tal que el dominio de R(w) es J(w) a.e. w € T". R se dice medible si la
aplicacion escalar w — (R(w) (P (a)) ,b) es medible para cada a,b € (*(Z"). Un
operador rango es uniformemente acotado si
sup-ess{||R(w)]| : w € T"} < 0.
Algunas notas sobre la medibilidad:
1. w = (R(w) (Pyw(a)) ,b) medible para cada a,b € (*(Z") equivale a w —

R(w) (P (a)) vectorial medible para cada a € (*(Z") (por definicién de
s-medible).
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2. R(w) medible sii w — R(w) (Pj, (ex)) medible para todo k € Z", pues si
a € (*(Z") entonces

R(w) (Pjw) (a)) = R(w) <Pj(w) <Z akek>> = ZakR(w) (Pr(er)) -

3. R(w) medible sii w — R(w) (F(w)) medible (vectorial) para toda F' : T" —
(*(Z™) medible tal que F(w) € J(w) a.e. w, pues

F(w)= ) (F).ex)ex = Prw (FW)) = Y (F(w),ex) Pr) (ex)

keZm kezmn

y entonces

RW)(F(w)) = Y _ (Fw).ex) Rw) (Pry (er)) -

kezZm™

Otra forma también equivalente, es pedir w — R(w) (PJ(W)F (w)) medible
(vectorial) para toda F': T — (?(Z™) medible.

Observacion 3.11. Tanto la nocion de funcion rango medible J(w) como la de
operador rango medible R(w) aparecen en otro contexto, no afin al de los espacios
tmvaritantes por traslaciones enteras: el contexto de los operadores lineales aleato-
rios (random linear operators, en inglés), con diferentes denominaciones. En dicho
contexto, una funcion rango medible se denomina “multifuncion” o “relacion”, y un
operador rango medible como “operador lineal aleatorio medible” y aparecen diferentes
nociones de medibilidad, en un contexto mucho mds general que el presente, pero
que podria ser aplicado, pensando a T" como un espacio de probabilidad completo
(recordar que identificamos dicho espacio con [0,1)", de medida 1).

En particular, si J(w) es una funcion rango medible, entonces la w — Py es
un caso particular de operador rango medible (con la definicion dada), pero dicha
nocion de medibilidad no coincide con la nocion de medible como funcion vectorial
a valores en B ((*(Z")) (operadores acotados de (*(Z™)). De hecho, se puede ver que
esta ultima es una nocion mas fuerte, denominada “uniformemente medible” en
el contexto de los operadores lineales aleatorios. La literatura al respecto es basta,
mencionamos [BhR72] y [Rom] como ejemplos, y a la literatura especifica incluida
en las mismas.

La siguiente es una proposicion auxiliar, necesaria para la demostracion del
proximo teorema:

Proposicion 3.12. Sea V un espacio invariante por traslaciones enteras y L -V —
L*(R™) un operador lineal que preserva traslaciones enteras. Entonces para cada
f €V existe un conjunto D C T™de medida nula (que depende de f) tal que

17 (Lf) W) < L7 f(w)] VweT"—D.
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Demostracién . Sea f € V, m € L*(T"), y denotemos F = 7f, y por L :
7 (V) — L*(T", £?) el operador L = 7- L-7~'. Notar que el Teorema 3.4 implica que
mF € 7 (V). Usando que L preserva traslaciones enteras es inmediato verificar que
para cualquier polinomio trigonométrico p(w) = >, cxe 2™ ¥ se tiene que

L(pF) = pL(F).

Tomando una sucesién de polinomios trigonométricos {p, };’il tal que

pjw) — mw) aew y pill, < llmlls

j—00

(tal sucesién se puede construir usando el Teorema de Lusin y la densidad de los
polinomios trigonométricos en el espacio de las funciones continuas en T", ver [Rud87]
Teorema 2.24 y seccién 4.24), y utilizando que

lpj(w)F(w) — m(w)F(w)|| — 0 ae. w

Jj—o0

Yy que
Ip; (W) F(w) = m(w)F(w)|* < 2 Iml3, F@)]I*,

y el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, concluimos que
L2
piFF — mF
j—)OO

y analogamente
2 ~
piL(F) =+ mL(F)

Jj—00
Esto nos permite concluir que

L(mF)=mL(F).
De esto, y usando que 7 es isometria resulta que

HmZ(F)]

I T
es decir

() |EE@|| dw < 1ZIF [ Im(@) P 1F@)* dw.

Tn Tn

Puesto que esta desigualdad vale para toda m € L (T"), concluimos que
|ZE@)| < nniFel aewer .
El siguiente teorema nos da una caracterizacion de los operadores invariantes por

traslaciones y los operadores rango medibles. El mismo aparece en [Bow00], pero
incluimos aca una demostracion que nos parece conceptualmente mas clara, y breve.
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Teorema 3.13. Sea V' un espacio invariante por traslaciones enteras con funcion
rango Jy. Ezxiste una correspondencia uno a uno entre operadores que preservan
traslaciones enteras definidos en V' y operadores rango medibles uniformemente
acotados en Jy via

T(Lf)(w) = Rw) (Tf(w)) a.e weT, (3.1)

con
|L|| = sup-ess{||R(w)|| : w € T"}. (3.2)

Esto es: para cada operado L que preserva traslaciones enteras en V' existe un unico
operador rango medible uniformemente acotado R en Jy tal que (3.1) y (3.2), y
reciprocamente, para cada operador rango medible uniformemente acotado R en Jy
existe un unico operador L que preserva traslaciones enteras en V' tal que (3.1) y

(3.2).

Demostraciéon . Veamos primero la construccion del operador rango medible a
partir de un operador L que preserva traslaciones enteras. La clave para dicha
construccién esta en el uso de la Proposiciéon 1.13.

Tomemos una familia {¢J}je] C L*(R") tal que V =8 ({qﬁj}jg) y de forma

tal que E ({(ﬁj}jd) sea marco de Parseval para V y tal que {7¢; (w)}jel — {0}
sea base ortonormal de Jy(w) a.e w € T™ (tal familia existe por el Teorema 3.9).
Denotemos Io(w) = {j € I : 7¢; (w) # 0}.

Llamamos ¢; = L¢;. Puesto que {(bj}je ; €s una familia contable, la Proposicion
3.12 nos permite inferir que existe un conjunto de medida nula H C T" fuera del
cual vale que

|7 @)|| < ILI|jr¢;w)|| Vel

Esto en particular implica que para todo w € T" — H vale que

|7¢;(W)||=0 = ||rv,;w)|][=0 Vjel (3.3)

Puesto que E ({gbj}je 1) es marco de Parseval para V', y teniendo en cuenta que

L preserva traslaciones enteras, tenemos que

E (Wj}jez) =1L <E ({¢J}jel)>

. 2 . .
es sucesion de Bessel con constante ||L||”. Esto a su vez, por el Teorema 3.7, implica
que

{T¢j ((")) }jel

sea sucesién de Bessel con constante ||L||* a.e. w € T" (en (%(Z") 6 en ().
Esto permite definir a.e. w € T™ (usando la Proposicién 1.13 y teniendo en cuenta
(3.3)) el operador R(w) : Jy(w) = Jrgr(w) por

R(w) (Z CTO; (W) = Z T, (w)
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(sin ambigtiedad por (3.3)). Tal operador es lineal y acotado, con

2 2
Rw) | Y ¢7¢; (W) = || Y g w)| <
Jj€lo(w) jeIp(w)
2
2 2 2
< |IL|| Z lc;|” = ||L]] Z c;To; (W)
J€lo(w) j€lo(w)

(estamos repitiendo la demostracién de la afirmacién més general de la Proposicién
1.13), lo cual implica
|IR(w)|| < ||L|] a.e weT" (3.4)

El operador rango R(w) es medible ya que si a € (2(Z") se tiene que
PJV("J)(G’) = Z <a’7 T¢j (w>> T¢j (w) ’
J

y entonces

R(w) (Pry(@)) = Y (a,7¢; (W) 74, ().

J
Finalmente, Vgamos que se satisface (3.1): Si f € span (E ({¢j}jel)> (sin clau-
sura), f = > ., c;tx®; donde la suma finita, y entonces
Tf(W) =) e e (w) = R(w) (Tf(w) = Y | che ™ 1 (w)
Jik 4.k
y por otro lado

Lf = Zdtkw =7 (Lf) (w) =) de ™ 7y (w).

7.k

El caso general se concluye asi: para f € V, tomamos una sucesion

san (B ({6,},,)) 2/ =2 1
de forma tal que 7 f;(w) — 7f(w) y 7 (Lf;) (w) — 7 (Lf) (w) a.e. w € T™ (pasando
11— 00 1— 00
a una subsucesion si es necesario; estamos usando que Lf; — Lf). Puesto que
1— 00
7(Lf;) (w) = R(w) (Tfi(w)) ae weT"

(en rigor, V w € T" — H), tomando lim; ,,, y usando la continuidad de R(w),
obtenemos (3.1).

La resiproca (es decir, definir L a partir de R) requiere bastante menos trabajo.
Basta con definir L : 7 (V) — L*(T", (*(Z")) para F = 7f por

L(F)(w) = R(w)(F(w)) a.e. we T
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Asf definido, L es claramente lineal y acotado, con

HLH < sup-ess{||R(w)|| : w € T"},

y es elemental verificar que L = 7' L7 preserva traslaciones enteras, y || L|| = HEH .
De esto y (3.4) resulta la igualdad || L|| = sup-ess{||R(w)|| : w € T™}. La unicidad es
inmediata de (3.1). |

Como caso particular, pero muy importante del teorema anterior, tenemos el
siguiente resultado (Lema 1.5 en [Bow00]):

Proposicién 3.14. Sea V un espacio invariante por traslaciones enteras en L*(R™)
y [ € L*(R"), entonces

T(Pyf)(w) = Prw)(7f(w)) ae weT"

Es decir, w — Py, () es el operador rango asociado a la proyeccion ortogonal Py,
que (tal como se hizo notar) preserva traslaciones enteras.

Si V y W son espacios invariantes por traslaciones enteras, L : V — W un
operador que preserva traslaciones enteras con operador rango Ry (w), entonces
se tiene que (para a.e. w) Rp(w) : Jy(w) — Jw(w). Esto se ve claramente en
la demostracion del teorema anterior, o directamente del hecho de que si V =
S ({¢:}icr) entonces L (V) = S ({L(¢;)},c;) (v usar (3.1)). Notar que siempre se

puede tomar como W a L (V). En la siguiente proposicién resumimos las propiedades
mas importantes de la relacion entre operadores que preservan traslaciones enteras y
sus respectivos operadores rango:

Proposicién 3.15. Sean U, V, W espacios invariantes por traslaciones enteras, T :
U=V yL:V — W operadores que preservan traslaciones enteras, y Ry(w), Rr(w)
sus operadores rango medibles respectivamente, entonces para a.e. w € T™ se tiene
que:

1. El operador compuesto L -T : U — W preserva traslaciones enteras, y su
operador rango es la composicion Ry (w) - Rp(w) a.e. w € T".

2. El operador adjunto L* : W — V preserva traslaciones enteras y su operador
rango satisface Rp(w) = (Rp(w))* para a.e. w € T™.

3. Si U CV, entonces la restriccion L|,; es operador que preserva traslaciones
enteras y su operador rango es la restriccion Rp(w)|;, ) a-e. w € T™

4. ||ILfII = c||f|l para toda f €V siy solo si para a.e w € T™ se tiene que

[1BL(w) (a)]| = ¢llall Vaey(w). (3.5)
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Esto es, L es acotado por abajo st R es a.e. w uniformemente acotado por
abajo. En tal caso, L(V') es (invariante por traslaciones enteras y) cerrado,
Rp(w) (Jy(w)) es cerrado (a.e. w € T™), y

Juvy(w) = Rr(w) (Jv(w)) (3.6)

5. L es isomorfismo topoldgico si y solo si Ry (w) : Jy(w) = Jw(w) es isomorfismo
topologico y acotado uniformemente por abajo para a.e w € T™. En tal caso,
L™ preserva traslaciones enteras y su operador rango satisface, Rp-1(w) =
(RL(w))™" para a.e. w € T

Demostracion . En la mayoria de las afirmaciones, la cuestion de mayor cuidado
es la medibilidad del operador rango.

1. Que el operador L - T preserva traslaciones enteras es inmediato, asi como que
para toda f € U vale

Rp(w)Rr(w) (7f(w)) =7 (LTf) (w) a.e. we T".

Resta ver que la composicién w — Ry (w)Rr(w) es medible: si ' : T" — (*(Z")
es una funcién vectorial medible tal que F(w) € Jy(w) a.e. w, entonces

w — Rr(w) (F(w))
es medible, y eso a su vez implica que

w— Rp(w)Rr(w) (F(w)) .

2. Ver Teorema 4.8 en [Bow00)].

3. Es inmediato que L|,; preserva traslaciones enteras y que para toda f € U vale
Rp(w)| gy (Tf(@)) =7 (Lly f) (@)  ae weT™

Resta ver que Rp(w)|;, () (Pjy(w)(a)) es medible (vectorial) para cada a €
(*(Z"), pero

Ri(W) 1, ) (Pro)(@)) = Re(w) (Pryw) (Pryw)(@)))

donde
w — PJV(W) (PJU(UJ)(G’))

es medible (vectorial), pues w — Pj, ()(a) lo es.
4. Que L es un operador acotado por abajo si y solo si (3.5), es el Teorema

4.6 en [Bow00]. Una vez establecido esto, supongamos que L es acotado por
abajo. Entonces su rango es cerrado, asi como el de los operadores Ry (w) (pues
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también son acotados por abajo). Finalmente, si ponemos V = S ({¢;},;),
resulta

L(V)=S ({L(¢z)}161) ’
y entonces (a.e w € T™) se tiene que
Juwy(w) = span ({7L(¢)}ie;) = 5Pa0 ({R(w)(m6(w))}ie))
= Rw) (Jv(w)) = Rw) (Jv(w))

5. Dado que un operador es isomorfismo topoldgico si y solo si es acotado por abajo
y sobre, debido al punto (4) basta con verificar que un operador acotado por
abajo L : V' — W es sobre si y solo si los operadores Ry (w) : Jy(w) — Jy(w)
(que resultan uniformemente acotados por abajo a.e. w) son sobre (a.e. w). Pero
esto es una consecuencia inmediata de (3.6) (y el Teorema 3.4):

W = L(V)<= Jyw) =Jy(w) ae w<=
— Jy(w)=Rr(w)(Jy(w)) ae. w.
En caso de ser L isomorfismo topoldgico, resulta inmediato que su inversa L~*

preserva traslaciones enteras. Resta ver la relacién Ry-1(w) = (Ry(w))”" para
a.e. w € T™. Pero usando el punto (1) y que

L'L=1d, 'y LL"'=Id
concluimos que
Rp(w)Rp(w) = 1Id|;, ) v Ru(Ww)BRp-(w)=Id], ) aeweT"

Esto dice que Ry (w) es un operador invertible, y que su inversa es el operador
rango medible Ry-1(w). |

Bases y marcos de fusion de subespacios
invariantes por traslaciones
enteras

En esta seccion presentaremos el estudio de familias biortogonales de subespa-
cios, bases de subespacios, bases de Riesz de subespacios, sucesiones de Bessel de
subespacios, y marcos de fusion, todos para el caso particular de espacios invariantes
por traslaciones enteras. En general, los resultados que se obtienen reflejan el com-
portamiento tipico de los EITE, donde las estructuras tienen su réplica o analogo en
los espacios de fibras, con alguna condicién de uniformidad.

Comenzamos con las familias biortogonales de subespacios. Utilizaremos frecuen-
temente las notaciones establecidas en la seccion 2.1.
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Teorema 3.16. Sea {W;},., una familia de espacios invariantes por traslaciones
enteras, y definamos

V; = span (U W)™

Entonces cada V; es un espacio invariante por traslaciones enteras, con funcion rango

v (w) = 5pam (Ui, (@) (3.7)

y ademds:

1. {Vi},e; es familia biortogonal para {W;},., si y solo si {Jy,(w)},c; es fami-
lia biortogonal para {Jw,(w)},c; a.e. w € T". Consecuentemente, {W;},., es
minimal (en L*(R"™)) si y solo si {Jw,(w)},c; es minimal (en (*(Z")) a.e.
we T".

2. L*(R™) = W; ® Vit para todo i € I si y solo si a.e. w € T" se tiene que
(w)*t y existen constantes ¢; > 0 tal que

C(Z") = Jy,(w) ® Jy,

7 K3

HPJVi(w) (a)H > ¢ ||all para todo a € Jy,(w). (3.8)

Notar que esto es equivalente a que {V;},.; sea la tnica familia biortogonal
para {W;},.;. En particular, {W;},.; es exacta (en L* (R™), ver Definicidn
2.8) si y solo si a.e. w se tiene que {Jw,(w)},.; es ezacta (en (2(Z™)) y (3.8).

Demostracion . En primer lugar, que V; es un espacio invariante por traslaciones
enteras y su funcién rango viene dada por (3.7) se deduce de la Proposicién 3.6.
Ademas, W; L V; sii # j y eso es equivalente (por la misma proposicién) a que
Jw,(w) L Jy,(w) a.e. w € T". Notar también que Py;|y, : W; — V; es un operador
que preserva traslaciones enteras que, segun la Proposicion 2.6, tiene como funcion

rango a PJVi(w) )
w; (W

1. Segin la Observacion 2.6, {V;},.; es familia biortogonal para {W;},.; si y solo
si Py, |y, : Wi = V; es inyectiva, es decir si y solo si W; NV = {0}. Pero por la
Proposicién 3.6 esto es equivalente a que Jy, (w) N Jy. (w)* = {0} a.e. w € T,
y esto a que

Pry. () w, (w) =y (w)
! Jw; (w)
sea inyectivo. a.e. w € T". Nuevamente, apelando a la Observacién 2.6, con-
cluimos que {Jy,(w)},., es familia biortogonal para {Jw,(w)},;.; a.e. w € T".
Finalmente, el Teorema 2.7 nos dice que {W;},_; es minimal (en L* (R")) siy
solo si {Jw,(w)},c; es minimal (en (*(Z")) a.e. w € T".

2. Segin la Observacién 2.9, L* (R") = W; @ V;* si y solo si Py, : Wi =V,
es isomorfismo topoldgico, y esto ocurre (por la Proposicién 3.15) si y solo si
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s Jw, (w) = Jv,(w) es isomorfismo
Jw; (w)
topoldgico y existen constantes ¢; > 0 tales que

para a.e. w € T", tenemos que Py, ()

HPJVZ,(W) (G)H >cillal|  for all a € Jy,(w).

Apelando nuevamente a la Observacién 2.9, concluimos que esto es equivalente
a que (%(Z") = Jw,(w) & Jy;(w)* para todo i a.e. w, y (3.8). Para terminar, el
Teorema 2.7 nos da la unicidad. [ |

El teorema anterior se puede expresar de una manera un poco mas general,
tomando como espacio de Hirbert de base un subespacio cerrado U C L* (R"), y
teniendo en cuenta que tanto las proyecciones como los ortogonales se toman en el.
Concretamente:

Teorema 3.17. Sea {W;},., una familia de espacios invariantes por traslaciones
enteras, U otro subespacio invariante por traslaciones enteras tal que W; C U para
todo i € I, y definamos

Vi = span (U W;)

(donde el complemento ortogonal se toma en U ). Entonces Jy,(w) C Jy(w), cada V;
es un espacio invariante por traslaciones enteras, con funcion rango

— L
Jv; (w) = span (Ujz Jw, (w))
(donde el complemento ortogonal se toma en Jy(w)), y:

1. {Vi}ie; es familia biortogonal para {W;},.; (en U) siy solo si {Jy,(w)},c; es
familia biortogonal para { Jw,(w)},e; (en Ju(w)) a.e. w € T". Consecuentemen-
te, {Wi},e; es minimal (en U) si y solo si {Jw,(w)},c; es minimal (en Jy(w))
a.e. we T

2. U =W, ® V>, para todo i € I siy solo si a.e. w € T" se tiene que Jy(w) =
Jw, (W) ® Jy; (w)* y existen constantes ¢; > 0 tal que

HPJVi(w) (a)H > ¢ ||all para todo a € Jy,(w). (3.9)

Notar que esto es equivalente a que {V;},.; sea la unica familia biortogonal
para {W;},.;. En particular, {W;},.; es exacta (en U) si y solo si a.e. w se
tiene que {Jw,(w)},c; es exacta (en Jy(w)) y (3.9).

Demostracion . La demostracion es inmediata siguiendo la demostracion del teo-
rema anterior, teniendo algo de cuidado con las notaciones. Las afirmaciones sobre la
funcién rango que corresponde a cada espacio se deducen de la Proposicién 3.6. Como
es necesario proyectar un subespacio sobre otro, la notacién resulta algo compleja:
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denotemos (en general) PV la proyeccién ortogonal de U sobre V. Entonces, puesto
que W;,V; C U para todo i, se tiene que

U Ju (w)
P = PV y J‘[/Ji(w)

= PJVl- (w)

Jw, (@) Jw, (@)

Usando estas igualdades y el siguiendo la demostracion del teorema anterior, conclui-
mos que:

(w)

1. Se sigue de quePU‘W es inyectiva si y solo si P U(w) lo es (y usar el

Jw, (w)

Teorema 2.7 para la dltima afirmacién).

; lo es
w, (w)

(y usar el Teorema 2.7 para la ultima afirmacion). |

2. Se sigue de que PY ‘W es isomorfismo topoldgico si y solo si P v, (o

Observacién 3.18. En las condiciones de (2) del teorema anterior, P\(/ﬂw- es

isomorfismo topoldgico que preserva traslaciones enteras (es decir, no un mero
isomorfismo topoldgico), y eso implica que

dimy, (w) = dimy, (w)  a.e. we T".

Esto se puede deducir directamente del hecho que P Ju( ; es isomorfismo to-

Jw; (w)

polégico, o del Teorema 4.10 en [Bow00)].

7

La condicion (3.8) estd estrechamente relacionada con el concepto de “angulo
entre los espacios V; y W;, y esta con el hecho que de la suma de subespacios sea
cerrada. Para ejemplificar esta situacion incluimos la siguiente proposicién, utilizando
las notaciones precedentes.

Proposicién 3.19. Sean U, V, W espacios (cerrados) invariantes por traslaciones
enteras de L? (R™) con funcién rango Jy(w), Jy(w), Jw(w) respectivamente, y tales
que V, W C U. Entonces:

1. iU =W @V (Vv = complemento ortogonal de V en U), entonces
Jur(w) = Jw(w) @ Jy (W) v ae we T

2. Si Jy(w) = Jw(w) @ Jy(w)r« ae we T, entonces U =W & V-4v,

Demostracién . La demostracion de (1) es similar a la del punto (2) del Teorema
3.16: debido a la Observacién 2.9, basta con notar que si

P! |W W — V' es isomorfismo topoldgico,
entonces “
Ju (w
PJ\g(w) o) : Jw((,L)) — Jv(a))
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es isomorfismo topolégico a.e. w € T".
Para el punto (2), notar primero que la hipétesis implica que

Jw (W) N Jy (W) v = {0} ae w

(por ser suma directa). Ademads, la Proposicién 3.6 (aplicada varias veces) implica
que Jy (w) N Jy(w) v« es la funcién rango del espacio invariante por traslaciones
enteras W N V+U, de donde concluimos que

Wwnv+ ={0}.

Llamemos U = W @ V4iu, entonces U es subespacio (cerrado) invariante por
traslaciones enteras, con U C U (pues U contiene a W y a V+v). Pero

Jw () ® Jy (W) v C Jg(w),

de donde Jy(w) C Jg(w) (a.e. w), y entonces U C U. [

A continuacién caracterizaremos las bases de subespacios invariantes por tras-
laciones enteras. De manera concisa, el resultado dice que una familia es base de
subespacios, cuando la familia correspondiente es base de subespacios en el espacio
fibra, con operador suma parcial uniformemente acotado en w € T".

Teorema 3.20. Sea {W;},.; una familia de subespacios invariantes por traslaciones
enteras con funciones rango {Jw,(w)},c;, y definamos U = span (U;W;). Entonces U
es invariante por traslaciones enteras, con funcion rango Jy(w), y:

1. Sila familia {W;},., es base de subespacios de U con funciones coordenadas

{vitier y operador suma parcial Sy = Zf\il v,;, entonces los operadores vy,
y Sy preservan traslaciones enteras, y si denotamos por I';(w), &y(w) sus
funciones rango (medibles), respectivamente, entonces a.e. w se tiene que
{Jw, (W), Ti(w) },c; es base de subespacios de Jy(w), y eviste C > 0 tal que

sup-ess{||Ey(w)]| rweT'}<C VNeN (3.10)

2. Reciprocamente, si a.e. w se tiene que la familia {Jw,(w)},c; es base de subes-
pacios de Jy(w) con funciones coordenadas {I';(w)},.; v operador suma parcial
En(w) = 32N Tyi(w), y existe C > 0 tal que (3.10), entonces {Witic, es base
de subespacios de U, con funciones coordenadas v; y operador suma parcial Sy
que preservan traslaciones enteras, cuyos operadores rango medible resultan
[i(w) y En(w), respectivamente.

Demostracién . Primero notar que (Proposicién 3.6)
Jy(w) = span (U; Jw, (w)) ,

y entonces la familia {W;},.; es total en U, y la familia {Jw,(w)},.; es total en
JU((.U).
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1. Si {Wi,7;}ic; es base de subespacios de U, cada f € U se escribe como
f=>,7(f) de forma tnica. Entonces para cada k € Z",

tef =Y vitef)
iel
y por la continuidad del operador t;, también
tef = Ztk%(f)
iel
Por unicidad, concluimos que

v, (tef) =tey;(f) paratodoi € I,

es decir, las funciones coordenadas son operadores que preservan traslaciones

. . . N sz
enteras. Eso implica que el operador suma parcial Sy = > .7, también
preserva traslaciones enteras. Denotemos por I';(w) la funcién rango (medible)
de v, y por £y (w) la funcién rango (medible) de Sy; veremos que (a.e. w) se
cumplen las condiciones de Teorema 2.17. En primer lugar, el Corolario 2.15
nos dice que existe una constante C' (|7 7! en dicho corolario) tal que

ISv|]| <C V¥V NeN; (3.11)
esto, junto con el Teorema 3.13 implica que
sup-ess { ||y (w)]| ;w e T} <C VN eN.

Tomemos conjuntos contables ®; € L? (R") tales que W; = S (®;), entonces
U=S5(U;®;) y (siendo {U;®;} e I contables) se puede concluir (usando (3.1))
que existe un conjunto H C T" de medida nula, y tal que para todo w € T" — H
vale que

T (’7i¢j) (w) = T'i(w) (T¢j(w)) v ¢j €d;, y VvVijel
Como
vi(d)=¢; v v(e) =0 Vi#j,
podemos concluir que para todo w € T" — H vale que
Li(w) (1¢5(w)) = 7¢3(w) Ve €® y Viel,
y
[i(w) (1;(w) =0 Vo¢,ed; y Vijel.
Pero teniendo en cuenta que
Jw,(w) =span (7¢;,(w) : ¢ € ;) vy Jy(w)=5pan(to(w): ¢ € U;P;)

esto nos dice que
Lily, @ =1d y  Tiw)ly, )y =0  Vi#J

Es decir, a.e. w € T", la familia {Jw,(w), I';(w)},,; cumpla las condiciones del
Teorema 2.17, con lo cual podemos concluir que forma una base de subespacios
para Jy(w).
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2. En este caso, veremos que podemos definir funciones v, : U — U tales que la
familia {W;, ~,;},., satisfaga las hipétesis de Teorema 2.17. En primer lugar,
(3.10) implica que

sup-ess |T;(w)]| = sup-ess Hﬁz(w) — §i_1(w)H <2C.

Asumamos que w — I';(w) es medible, entonces resulta un operador rango
medible en Jy(w) uniformemente acotado, y en tal caso el Teorema 3.13 nos
da la existencia (para cada i € I) de operadores v, : U — W, que preservan
traslaciones enteras y tales que para toda f € U vale

T(vf) w) =Ti(w) (7f(w)) ae weT

Con la misma demostracién y argumentos que en el punto anterior (pero leidos
en sentido inverso), concluimos que

Vilw, =1Id 'y %‘|Wj:0 Vi J,

. N .
y si denotamos por Sy =) ._, 7;, resulta operador que preserva traslaciones
enteras en U con operador rango &y (w), por lo que (3.10) implica que

ISy <C ¥ NeN.

Para terminar la demostracién, resta ver que w — I';(w) es operador rango
medible en Jy(w). Puesto que {Jyw,(w)},.; es base de subespacios para Jy(w),
en particular es exacta en Jy(w) (ver Definicién 2.8 y Observacién 2.16), y por
lo tanto el Teorema 2.7 nos dice que tiene unica familia biortogonal {V;(w)}
en Jy(w) dada por

el

Vi(w) = span (UpziJw, (@)

Denotemos por
i

Vi = span (U; W),
donde el complemento ortogonal se toma en U. Entonces cada V; es invariante
por traslaciones enteras y con funcién rango medible

v, (w) = span (Ujzidw, (@),

donde el complemento ortogonal se toma en Jy(w) (ver Teorema 3.17), lo
cual nos permite concluir que la tinica familia biortogonal de {Jw,(w)},.; es

precisamente {.Jy,(w)},.;- Esto nos dice que

Ju(w
Py 0 ) = Julw)
es isomorfismo topoldgico, con w — Pj‘fgzg “ medible (por ser el operador
i Jw,; (w

rango medible de la restriccion P‘% con inversa

lw,

771'(@) : JVZ(W> — JWi(w)7
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que resulta medible por ser la inversa de un operador rango medible. Puesto
que las funciones coordenadas se pueden expresar como la composicion

Ju (w
Filw) = mi(w) Py )

(ver comentarios previos al Corolario 2.18), resultan operadores rango medibles
(hemos usado repetidas veces la Proposicién 3.15). |

La necesidad del conjunto H en la demostracién anterior es para salvar el error
frecuente de pensar que un elemento genérico de Jy(w) es de la forma 7f(w), con
f € U (para cualquier espacio invariante por traslaciones enteras).

Finalmente, damos la caracterizacion de bases de Riesz de subespacios y de
marcos de fusion de subespacios invariantes por traslaciones enteras. De manera
analoga a los resultados anteriores, la estructura de la familia de subespacios se
replica en los espacios fibra con alguna condicién de uniformidad.

Teorema 3.21. Sea {W;},.; una familia de subespacios invariantes por traslaciones
enteras con funcion rango {Jw,(w)},c;, y U = span (U;W;). Entonces U es invariante
por traslaciones enteras con funcion rango Jy(w) = span (U;Jw, (w)), y

1. La familia {W;},., es base de Riesz de subespacios para U con constantes o
y B siy solo si para a.e. w € T" se tiene que la familia {Jyw,(w)},c; es base
de Riesz de subespacios para Jy(w) con constante a y B. Esto es, para cada
congunto finito Iy € I,

o S AIE <

i€1lp

< B> A (3.12)

i€l

> ki

i€1lp

para toda { f;}, € [, Wi si y solo si para a.e. w € T™ se tiene que

o [l < | e

i€lp i€lp
para toda {a'}, ; € T1; Jw, (w).

2. La familia {W;},.; es marco de fusion para U con constante o y B si y solo si
para a.e. w € T, la familia {Jw,(w)},c; es a marco de fusion para Jy(w) con
constantes o y . Esto es,

allfIP < NP (HIF < BIAIP (3.14)

il

2
> (313

i€lp

para toda f € U si y solo si para a.e. w € T" se tiene que
2
2 2
allall’ < ||Pavr@)|| < 8 llal (3.15)
icl

para toda a € Jy(w).
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Demostracién .

1. En primer lugar, notar que {W;},., es total en U, y {Jw,(w)},c; es total en
Ju(w), y entonces el Teorema 2.37 implica que basta con probar la equivalencia
entre (3.12) y (3.12). El pasaje de los espacios invariantes por traslaciones
enteras a los espacios fibra se logra a partir de las siguientes ecuaciones:
recordando que el operador 7 definido en el Teorema 3.2 es un isomorfismo
isométrico, tenemos que

2

SR

S =1l =3 [ Il dw = [ S lrh)P e

icly icly icly icly

2

dw,

2 2

ZTfi

i€lp

> Tfiw)

i€lp

A partir de estas ecuaciones, concluimos que (3.12) es equivalente a
2
o [ Shrslfas < [ | Srhe)| do<s [ 3 i)l
™ i€l L i€l ™ i€l
(3.16)

(«<=) Supongamos primero que (3.13) es cierto. Tomemos {f;}, € [[,W; e
Iy C I finito, entonces teniendo en cuenta que

fie W; implica 7f;(w) € Jw,(w) paraae weT”

(a.e. depende de f;) y que I es finito, podemos encontrar un conjunto H C T"
de medida nula y tal que

> rhiw)

i€ly

2
< BZ |7fi(w)||> para todo w € T" — H.

i€lp

a) Irfiwl® <

i€lp

Integrando esta desigualdad obtenemos (3.16).

(= ) Para la reciproca vamos a utilizar lo remarcado sobre el final de la
Observacién 2.39, para lo cual necesitamos, para cada w € T", un denso
adecuado en Y @0, ; Jw, (w) . Sea & C *(Z™) un subconjunto contable y denso,
y tal que 0 € &, y definamos

F = {{a’}iel tq: a' € £ YV i y solo finitas a' ’s son distintas de cero}

D) = {{Pu,wl@)} _: {a} eF}.

entonces D(w) es denso contable en Y €D, ; Jw,(w) que satisface
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€ D(w) tiene una cantidad finita de coordenadas

el

a) cada {PJWi(w)(ai)}
distinta de cero, y

b) {PJWi(w)<a/i)}i€I € D(w) = {PJWi(w)(ai)Xfo(i)}iel € D(w) para todo Iy C
I finito.

Entonces basta con ver que (3.12) implica que para a.e. w € T vale

2 2
<

2
<BY |[Pow, (@)

o Z HPJWZ. w(a’) Z Py, w(a')

para toda {ai}iel € F. Si esto no fuera asi, significa que
alguno de los siguientes conjuntos

2

2
weTT: az HPJWi(w)(a’) >

para algun {ai}iel eF

Z PJWZ- (W)(ai)

2
112 .
weT: ‘ > BZ “iji(w)(az)“ para algin {az}iel e F

Z PJWi (w) (al)

(o ambos) tiene medida positiva. Supongamos que eso ocurre con el segundo:
como F es una familia numerable, podemos concluir que existe un {d'}, ; € F
tal que el conjunto

2

2
> Z HPwaw)(d")

wET":|

Z PJWi (w) (dl)

tiene medida positiva. Poniendo

2
weT": ZPJWi<w)(di) >5ZHPJWi<w>(di)H2 =

2

2
= U weTm: E PJWi(w)(dl) > (ﬁ + ;) g HPJWi(w)(dZ)
j=1 i i

concluimos finalmente que existe ¢ > 0 y un conjunto de medida positiva
D C T tal que

HZ Py, ) (d')

2

> (B+¢) Z HPJWi(w)(di)HZ para todo w € D.
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Para cada i € I, la funcién w — xp(w) Py, (@) (d’) es medible y

Xp(w )PJW )(d) € Jw,(w) para ae we T,

y entonces el Teorema 3.4 nos asegura que para cada ¢ existe g; € W; tal
que 7g;(w) = XD(CU>PJWi(w)(dZ) Llamemos Iy = {i € I : g; # 0}, entonces Ij es

finito y
2 2
Sa| = [ S dw:/ 3 ) P (@) | s>
i€l i€ly i€lp

dw =

> (9+2) [ > o) P, )|
- 5+e/2||fgz Wedo = (8+2) 3 il

i€lp i€lp

lo cual contradice (3.12).

2. Notar que, en principio, deberiamos tener en cuenta que las proyecciones
ortogonales Py, y Py, () que aparecen en el enunciado tienen dominio U y
Ju(w) respectivamente, y entonces deberfamos utilizar notacién del tipo PI%Z_.
Pero no es necesario mas que restringir los dominios, por las observaciones
hechas en la Demostracién del Teorema 3.17.

Como en la demostracion del punto anterior, para f € U tenemos

2 2 2
= = d
LA = ll7 1l /T I ()" dw,

en particular, teniendo en cuenta la que 7(Pw;, f)(w) = Py (@)(7f(w)) (Propo-
sicién 3.14), resulta
2

dw,

1P (£ = (Tf(w))

y entonces

S 1w = [ 3 [Pagetrren|

por lo que la desigualdad (3.14) es equivalente a

o [ It | )3 [Paore @] aw <8 | )
(3.17)

(<=) Supongamos primero que (3.15) es cierto, y tomemos f € U. Entonces,
puesto que 7f(w) € Jy(w) a.e. w € T, tenemos que

a7 f(w)]? < Z HPJW (Tf(w )H2 <BlrfW)?  ae weTm

el
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Integrando obtenemos (3.17).

(=) Para la reciproca: supongamos que sabemos que (3.14) es verdadero, y
sea D un subconjunto denso y contable de ¢*(Z"). Debido a la Observacién
2.49 basta con probar que (3.15) vale a.e. w € T™ para cada vector de la forma
Py w)(a), con a € D. Es decir, basta con ver que a.e. w € T" vale que

2 2 2
e HPJU(w)(a)” < Z “iji(w)(PJU(w)(a))” <p HPJU(w)((l)” para toda a € D.
i€l

Si esto no fuera asi, significa que alguno de los siguientes conjuntos

2 2 .
weT":a| Py wla) > Z HPJWi(w)<PJU(w)<a))H para algiin a € D
i€l

6

2 2 ,

{w eT": Z ”iji(w)(PJU(w)(a))“ > S|Py (a)||” para algin a € D}
el

(o ambos) tiene medida positiva. Supongamos que eso ocurre con el segundo:

con los mismos argumentos que los utilizados en la demostracién del punto

anterior, podemos concluir que existe d € D, £ > 0 y un conjunto de medida
positiva D C T" tal que

S| Par P @ = 3+ ) [ Pao @]

il

2

para todo w € D, y entonces

2 ) .
> |0 @) P Pro (@] = 8+ &) [xp@) Pr@ @I ae weT”
iel

(3.18)

Pero la funcién w — xp(w) Py, ) (d) es medible y

Xp(W) Py, (d) € Juy(w) paraa.e we T,

y entonces el Teorema 3.4 nos asegura que existe g € U tal que tg(w) =
Xp (W) Py (d). Entonces

Py ) (T9(w)) = Py ) (X0 (@) Pry)(d)) = Xp(W) Pry. () (PJU<w)(d)() 19
3.19
y combinando (3.18) y (3.19) concluimos que a.e. w

> HPJWZ.@ (Tg(w))H2 > (B+ ) ||xp (@) Prw (@) = (B+e) [rgw)I?,

i€l

que al integrarla resulta en
2
[ S|P o[ do = 6 +) [ lrgteP
Tn iEI Tn

lo cual contradice (3.17) (y entonces a (3.14)). |
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Como caso particular de teorema anterior, tenemos el siguiente:

Corolario 3.22. Sea {W;},., una familia de subespacios invariantes por traslaciones
enteras con funcion rango {Jw,(w)},c;, y U = 5pan (U;W;). Entonces (U es invariante
por traslaciones enteras con funcion rango Jy(w) = span (U;Jw,(w)) y) {Wit,c; es
sucesion de Bessel de subespacios en U con constante B si y solo si para a.e. w € T"
se tiene que la familia {Jw,(w)},c; es sucesion de Bessel de subespacios en Jy(w)
con constante 3. Fsto es,

ST IPw DI < BIFIP

iel

para toda f € U si y solo si para a.e. w € T™ tenemos que

2 2
> [P @]|| < 8lal

i€l

para toda a € Jy(w).

Observacion 3.23. También el operador de marco de fusion, y el dual candnico del
marco de fusion se preservan cuando pasamos a los espacios fibra. Con la notacion
del punto (2) del Teorema 3.21: supongamos que la familia {W;},., es marco de
fusion para U, entonces para a.e. w € T, la familia {Jw,(w)},c; es a marco de
fusion para Jy(w). Denotemos por

iel
el operador de marco de fusion de {W;},.;, y

SJW(CU> : JU(CU) — JU(CU), SJW ZPJW

el

el operador del marco de fusion {Jw,(w)},c;-

El operador del marco de fusion Sy preserva traslaciones enteras (pues cada
proyeccion lo hace), y es isomorfismo topoldgico. Ademds, para cada f € U se tiene
que

7 (Swf) (w) T(prif) (@) =D 7 (Pwf) (@) =D Pry ) (Tf(w)) =

icl icl el

S (@) (T (W)

es decir, el operador rango (medible) asociado a Sy es exactamente Sy, (w), el
operador del marco de fusion {Jw,(w)},;c;-

Por otro lado, S‘},l es un operador que preserva traslaciones enteras, que tiene
asociado el operador rango medible Sy, (w)™! (ver Proposicion 3.15). Ademds, W; =
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Syt (W3) es espacio vectorial (cerrado) que preserva traslaciones enteras, con funcion
rango
_ -1
Jig (W) = Sy (W)™ (Jw (W)

(de nuevo, por la Proposicion 3.15). Es decir, la funcion rango de cada subespacio del
marco de fusion dual canonico es exactamente el dual canonico del marco de fusion
{Jw, (W) }iep-En simbolos, si usamos el “tilde” para denotar el marco de fusion dual
canonico, obtenemos que

—_——

A continuacién mostraremos un método general para construir un marco de fusion
para un subespacio invariante por traslaciones enteras V. Necesitamos la siguiente
observacion:

Observacion 3.24. Si H es un espacio de Hilbert y U,V son subespacios cerrados,
entonces

Py(V)CV  siysolo si Py(V)=UnNYV,
y en tal caso la proyeccion Pl -V — UNV es exactamente Pyl .
Para 0 C T", denotemos la periodizacién de §2 por
=] Q+k)={w+k:weQkez"},
kezn

y para f € L* (R") llamemos (po.f)" = xqo f . Entonces pg, es la proyeccién ortogonal
sobre el espacio invariante por traslaciones

Voo = {f € L* (R") : supp(f) € Q}
Si V = S (@) es un espacio invariante por traslaciones enteras con espectro o (V) y
0j ={w € T" : dimy(w) = j}, conj e NU{oco},

entonces 0, N 0; =Dy 0 (V) = U enuooy 75+ En [BDVRI4] se demuestra que

V= é Poj(v): é S<pffj(q>))’

jENU{oo} jENU{oo}

lo cual proporciona una descomposicion ortogonal de V. De manera mas general y
con la misma notacion, si ponemos

o (V) =] (3.20)
iel
unién disjunta de conjuntos medibles, se puede ver (con una demostracién analoga)
que

i 1
iel i€l
Para verificar esto se utilizan las siguientes cuestiones clave:
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L 7(paf) (W) = 7f(w)Xxq(w) para toda f € L*(R")

2.po(V) SV (feV=r1fw)edvw)yT(paf) (@) =Tf(W)xeWw) € Jv(w))y
entonces pg, (V) =V N Vge, en particular es subespacio cerrado (e invariante
por traslaciones enteras).

3. SiV = 5(®) entonces pg (V) = S (pg (P)) pues es subespacio cerrado que
incluye pq, ().

Cuando la unién (3.20) no es disjunta pero (salvo por un conjunto de medida
nula) la superposicién es finita, tenemos un marco de fusién para V. Concretamente:

Teorema 3.25. Sea V' = S(®) un espacio invariante por traslaciones enteras
con espectro o(V'), y pongamos o(V) = J,c; Qs de forma tal que cada ; sea un
subconjunto medible de T™, y tal que, excepto por un conjunto de medida nula, cada
w pertenece como minimo a N subconjuntos §2; y a lo mds a M subconjuntos €);. Es
decir, tal que
N < ngi(w) <M para a.e. w € T".
iel

Entonces la familia {le(V)} es a marco de fusion para V- con constantes N y M.

iel
Demostracién . Denotemos W; = pq (V), entonces para f € V se tiene que
Pw,(f) = pq,(f) (en rigor deberfamos trabajar con Py, , que por la Observacién 3.24
es in|V). Entonces, si f € V' tenemos

1B O = NP = | xople) [f]
Y A 2 N 2 A 2
Nfw)| €S xa@|f@| < Mlfe]  aewer
Integrando sobre R” obtezzémos
NP <D IPw(HIP < M7 m

i€l
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